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1 REVISAO MATEMATICA

1.1 CALCULO VARIACIONAL

O célculo variacional é o ramo da matematica quaeecupa em encontrar os extre-
mos de um problema. Em patrticular, o célculo variacional procura determinar quando uma
integral definida particular € maxima ou minima. Desse modo, o calculo variacional procura
formular um certo problema, colocandma formade uma integral definida e entdo determinar
as condi¢cdes nas quais a integral seja maximizada ou minimizada. Por exemplo, considere do

pontos em um plano, digamase @ . E claro que esses dois pontos podem ser ligadasor

infinidade decurvas do tipao @ @ . O objetivo é descobrir a curva que fornece a menor

trajetoria entre os dois pontos. Notamos que a trajetdria pode ser escrita na forma de uma inte-

gral, ou seja,
Quean Qi Qw Qw P g Q9 P wQ (1.1
onde'Crepresenta a trajetéria@i Qw 'Qwrepresenta uma distancia infinitesimal ao

longo da trajetéri@ @  'Q ¢0Q wO problema de encontrar a curva que fornece a nuksor
tancia entre os pontas e w se reduz ao problema de minimizar a inte@@aban . Um se-
gundo exemplo ilustrativo é o problemalataquistécrona Nesse problema, um objeto, diga-
mos uma bola de ferro, percorre certa distancia a partir de uma pog@ionais altaw até

uma posicadinal mais baixaw . Como a bola esta sob a acéo da for¢ca gravitacional, o pro-
blema consiste em encontrar a trajetéria com 0 menor tempo de percurso. O terfyjutdeal

ser calculado por
Y Qb (12)

ondeQ @ dado por

Orepresenta a velocidade da bola e pode ser calculado usando a conservacdo da energia, ou

seja,



6 @ 0o 260
C
O ¢QQ wh
ondeQrepresenta a altura inicialle w w representa a altura da bajaando esta estia

posicdon SubstituinddQ & Oem (1.2), obtemos

} Qi P CEQ® p e .
) O cCQQ
p uee p uEe
Yw o huean ——Qw ——08 1.3
o0 o 700 o 13

Novamente, o problema de encontrar 0 menor tempo de percurso se transformou no problema
de minimizar o funcionalY® o fuedd .
De um modo geral, calculo variacionagsta interessado em resolpeoblemas do tipo

- Qual a menor distancia entre dois pontos em um plano?

- Qual a menor distancia entre dois pontos sobre uma esfera?

- Qual é a forma da curva em um plano que fecha a maior area?

- Qual é a forma da figura geométrica que contém o maior volume?

1.2 OBTENCAO DAS EQUACOES DE EULER-LAGRANGE

Tudo comeg@u com um problema simples. Se vocé quer deslizar uma massa do ponto
A para o ponto B, qual formato dejetoriaa levara mais rapido? Isso € conhecido como o
problema da descida mais rapidaO senso comum diria para pegar o caminho mais curto.
Uma linha reta de A para Blas se vocé dobrarteajetériaum pouco para baixo no comeco,
bem, a massa acelera para uma velocidade maior maig€cedo, mesmo que viaje um pouco
mais longe, viaja mais rapidochega mais rapiddentao a questado é: quialmato oferece o
equilibrio perfeito de aceleracdo e comprimento do percurso para minimizar o tempo de via-
gem? Segundo Galileu, era o arco de um circulo. Ele mostrou que isso é mais rapido do que
gualquer poligono. Mas € o0 mais rapidesm@

Quase 60 anos depois, em junho de 1696, Johann Bernoulli prop6s este problema como
um desafio aos melhores matematicos do muBodeu a todos seis meses para apresentar
solugdes, mas nenhuma foi submetida. Entdo Gottfried Leibniz, amigo de Bernoulli, o persua-

diu a estender o prazo para dar uma chance aos estrarigei28 de janeiro de 1697, Newton



enviou sua solucéo para o periodico Philosophical TransastomsssinarJohann Bernoulli,
depois de ver a soluc@le Newtonteria dito: 'Eu reconheco o ledo pela sua garfaEmbora
Newton tenhancontrado a solucgmara o problema dBernoulli, a solugédo de Bernouéra
melhor do quex de Newton.

Paraisso, Bernoulli se inspirou em um problema enfrentaddqsmfos antigoscomo
a luz viaja de um lugar para outro?lsso foi contemplado pdteronde Alexandriano século
| d.C. Ele percebeu que em um Unico meio, como o ar, a luz sempre segue o caminho mais
curto. Uma consequéncia é que quando a luz reflete, digamos, em um lago, o angulo de inci-
déncia € sempre igual ao angulo de reflexdo. Qualquer outro caminb@® pontos inicial e
final seria mais longo. Mas quando a luz passa de um meio paracoutdo ar para a agua,
ela se curva de uma maneira pe&guEla refrata e ndo segue o caminho mais clgso.pode
ser facilmente verificado colocando, por exemplo, um I4pis dentro de um copo de agua. O lapis
parece quebrad&ntdo, qual é o principigue guia a propagacéao da luz de um meio para?utro
Nosanos d&600, as pessoas lentamente descobriram que o seno do angulo de incidéncia divi-
dido pelo seno do angulo de refragéigual a uma constante, que depende da natureza dos

dois meios.

onde— é o angulo de incidéncia—e é o angulo refratado&edepende do meio de propagacao.
Essa é d.ei de Snell Mas ninguém sabia por que funcionaat 1657quandoPierre de
Fermat (1607 1665)deu uma solucdo ao problema.

Pierrede Fermat era juiziurante o diamas a noite voltava para casa, passéyam
tempo com sua esposa e filhgertdq fazia 0 que realmentgostavaque era trabalhar com
matematica por diversdo. Ele trabalhou principalmente em matematica pura, mas em certo
ponto se interessou pela questdo de, por que a luz obedece a este principio de Ebfracdo?
pensou que talvez Hamde Alexandria estivesse no caminho certo, mas néo é a distancia que
estd sendo minimizada, mas sim o tempo. Mas verificar se isso era verdade para a refracédo
seria diftil. Ele teria que calcular todos os possiveis caminhos que a luz poderia tomar, vari-
ando o ponto onde ela intersecta a fronteira, e calcular o tempo para cada um, e entdo mostrar
gue a luz toma o caminho para o qual o tempo total de viagem é o maiE€keuaihaa que
a solucao se& muito complicada e ndeedprosseguimento a este problemandd anos depois
ele volta ao problema mostra que a Lei de Snell realmente surge como o caminho de minimi-

zagdao para a lumbascondi¢gbesle que a luz se move arm meio com uma velocidade e em



outro meio com outra velocidade cAnstanten, é apenas igual a velocidade da luz no primeiro

meiodividida pela velocidade da luz no segundo meio,

. O
SG)
0 que nos permite reescrever a Lei de Simtio
i Qe i 'Q—i‘:—ﬁ
O O

ondeO ¢é a velocidade do meio incident®eé a velocidade da luz do meio refratado. Fermat

teria afirmado queue esta éd' mais extraordinaria, a mais imprevista e a mais feliz das

contas' de sua vida. Se vocé usar esse principio do menor tempo, vocé pode explicar tudo o
que era conhecido sobre a luz na época de Fermat. E a primeipaevaijuém mostra que a
natureza obedecgum principio de otimizacad\este caso, que a luz leva o menor tempo
possivel.Agora, Bernoulli sabia sobre o principio do menor tempo de Fermat e pensou que
poderia usdo para resolver o problema da descida mais ragieaoulli convereuum pro-
blemademecéanica&mum problema de Optigaara usar o principio de Ferm@m vez de uma

massa acelerada pela gravidade, ele imaginou um raio de luz que ficaria cada vez mais rapido
a medida que entrasse em camadas cada vez menes. 8ess vocé fizer as camadas cada

vez mais finas, onde a Lei de Snell é obedecida em cada interface, vocé eventualmente obtera
uma curva continua. Agora a questéo é: como a velocidade da luz deve mudar de uma camada
para a préxima para que ela modele contipé® umobjeto em queda¥?océ poderia tentar
resolver o problema pensando que, se a particula tem que cair de A paparBcula vai
transformando energia potencial em enérgica cin&@e&océ escrever a conservacgao de ener-

gia(O "Y w) para essa relacdo, vocé descobrira que a velocidade que a particula atinge a
qualquer momenté proporcional & & ondey é a altura do topo:

w . a0 0
Y w Tqu? Qw O ¢ Qw

ou seja,
oG8
Agora, substituindo na equacéo de Fermat, temos
i Qe 1 Qe
%) o

Esta formula é para duas camadas. Agora, vamos imaginar que a descida do corpo possa
ser dividida em muitas camadas, enta@mgmos inserir nossa expressao para a velocidade da

luz em cada camada na Lei de Snell.
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Portantoo seno do primeiro angulo dividido pela raiz quadradgpmiea a primeira camada €

igual ao seno do segundo angulo dividido pela raiz quadragpa® a segunda camaea

assim, por diantéiz a histériaqueBernoulli reconheceu imediatamente conmegaacao de

uma cicloide Essa é a trajetoria tracada por um ponto preso a borda de uma roda rolante. Isso
também é conhecido corsarva braquistocrona, do grego para tempo mais cuosolugéo
surpreendente € que a maneira mais rapida de ir de A paegBiéwsn arco de uma cicloide

nao umcirculo. Uma propriedade interessante da cicloide € goeimporta de onde eu solte

a massa, ela sempre chega ao final ao mesmo tempo. Por esta razdo, também é conhecida como
curva tautdcrona, do grego para mesmo tempo.

Cerca de 40 anos depois, Pierre Louis de Maupgt6@8 1759 aluno deJoham
Bernoulli), também estudou o comportamento da luz e das particulas, e notou que em alguns
casos os dois se comportam de maneira muito semelhante. Isso o fez pensar se o principio do
menor tempo de Fermat ndo fosse o mais fundamental? Quer dizer, por que a nawereza d
se importar em minimizar o tempo? Talvez haja uma quantidade mais fundamental sendo mi-
nimizada, uma que nao governe apenas a luz, mas também as partictasddécada de
1740, ele propbs uma nova quantidade, que ele chamaéde’Y:

Y adh
Goi i dQaé OB E éu raciocinio foi algo assim: quanto mais longe algo vi-
aja, maior a acdo. Quanto mais rapido vai, maior a acdo. E se for uma particula, entdo quanto
mais massiva for, maior a acdo. Se houver multiplos segmentos na jornada, entdo a acéo total

€ apenas soma da massa vezes a velocidade vezes a distancia para cada segmento
Y aOi 8

Em 1744 Maupertuisescreveu: Esta acao é a verdadeira despesa da Natureza, que
ela se esforca para tornar a menor possivel

Maupertuisfoi atacado e ridicularizadmela sua ideia revolucionaridm de seus ami-
gos de longa data, um colega fisico chamado Samuel Konig, escreveu que "nao s seu principio
esta errado, como vocé também o roubou de Leibniz". Voltaire, que costumava ser um amigo
préximo de Maupertuis, 0 acusou de plagio, fisica ruinupedez e quase tudo mais que ele

conseguiu pensaklas nem todos @tacaramAlguns simplesmente o ignoraifudoisso foi

10



terrivelmente estressante para Maupertuis que se aproximava do fim de symaidade que
tudo, ele pensou que o principio da menor acao seria aquilo pelo qual ele seria lembrado. Esse
seria seu legado. Mas agora ele estava sendo atacado, zombado, ridicularizado e ignorado. In-
felizmente, esse tratamento foi pelo menos um tantfigaso porque Maupertuis surgiu com
esse principioneio que tirando do nada. Nao havia nenhuma razdo 6bvia pela qual a natureza
deveria se importar com massa vezes velocidedes distancia, ou menos ainda, por que essa
guantidade deveria ser minimizalidéatematicamente, o principio da menor agdo também nao
era rigoroso. Mas havia um homem qudebendeu veementemente, e esse homem era Leo-
nhard Euler(1707 1783 matematico e fisiceuico e aluno de Johann Berngulh primeira
coisa que Euler fez foi substituir a soma por uma integral para que se pudesse calcular a acao
enquanto a velocidade ou a diregdo mudavam continuamente
Bad o a8

Euler usou isso para encontrar o caminho de uma partéul@dor de uma massa
central, como a 6rbita de um planeta ao redor de uma estrela. Resolver isso significava que, de
todos os caminhos possiveis entre dois pontos, ele teria que encontrar aquele para o qual a acao
era a menor. Isso é semelhante ao problgoe Fermat tentou resolver, s6 que agora, em vez
de mudar uma variavel, ele teria que variar todos 0s pontos possiveis ao longo do caminho, que
sdo infinitos. A matematica ainda ndo havia deslerdmas ferramentas necessérias para lidar
com tais problemas o proprio Eulerteve queinventar um novo métodoEra complicado e
demorado, mas funcionava. Através desse processo, ele percebeu que o principio da menor
acao so funciona seemergia total for conservada e for a mesma para todos os caminhos
considerados Estas eram duas condi¢cdes que Maupertuis ndo havia percebido serem necesséa-
rias. Entap Euler melhorou o rigor matematico do principio. Ele encontrou duas condi¢cfes
extras e forneceu um exelogspecifico de seu funcionamento.

Euler ainda estava longe de uma prova geral. Isso teria que esperar por outro matema-
tico lendario, Josephouis LagranggTurim 1736, Paris 1813)JosepH.ouis Lagrange era
um jovem timido de 19 anos, em grande parte autodidata. Mas apesar de sua idade, ele ja estava
trabalhando na vanguarda da matematica, inclusive com o novo método de Euler. Em 1754,
ele compartilhou seus resultados com Euwdee respondeu que Lagrange hawkevado a
teoria ao mais alto grau de perfeicdg o que Ihe causoua"'maior alegria”. Mas além de
serem matematicos de classe mundial, os dois tinham outra coisa em comum. Ambos eram
grandes proponentes do principio da menor acdo. E cerca de cinco anos depois, apenas um ano

apos a morte de Maupertuis, Lagrange conseguiu fornecer unaagen@ VVamos seguir aqui
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uma versao moderna da derivacdo. De acordo com Maupertuis, a particula seguira a trajetoria
gue minimizara acao] Y 1t Usando a versao de Euler, podemos escrever
o, , QI o a0 a0,
17 a@i m 7 aO0=Qom |7 aO0OQom |7 — —Qo0 ™8
Qo C C
A energia total deve ser conservadaenargia total € simplesmerdeenergiecinética mais

potencia) ou seja,

Usando estaquacao na anterior, temgpse
a0 a0,

— —Qo0 T
S S
a0

Podemos dividir essa integral em dyastese, como a energia € constante, podemos integrar
esse termem relagcdo atempo para obter

ao . .. o

T Y Qo7 0OQo m

a0 .
TYQO‘]OOT{

A0 o e e
NS Y Qo 1] @ O] om8
Como Eulerafirmadq a energia de diferentes caminhos tem que ser a mesmd, edtéme
este termo desaparece
A0 o e s
T Y Qo 7 00 O] om8
Rearranjando essa equagd@scobrimos que a variagcdo desta integral € igual a menos a energia
vezes a variacao do tempo
ao ...
— Y Q0 O &
C
Agora, de todos 0s caminhos que conservam a energia, vamos escolher somente o0s
caminhos que térm mesmo tempdse fizemosisso, entdo ndo ha mais nenhuma variagdo no
tempq] O T, e este termo desaparetego,

aod ..
TYQOT[
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O principio de Maupertuis se transformou em outra forma, onde agora a variacdo da
energia cinética menos a energia potencial integrada ao longo do tempo € igual a O.

A primeira pessoa a escrever o principio da menor acéo dessa forma foi William Rowan
Hamilton em 1834, e ao fazer isso, ele teve o principio nomeado em sua homenagem.

a0 ‘ e s
— Y Q07 0O0MM QO mh
¢ J
Onden representa a coordenada generalizaid# e Lagrangiano dada por
6 —L vps
C

Este principio € chamado &eincipio da acdo minimade Hamilton Uma injustica conia-
grange.

O Principio de Hamilton é a maneira moderna de escrgméncipio da menor acao
e a maneira como vocéemcontraem quase todos os livros de fisica. Em parte, isso ocorre
porque o Principio de Hamilton Ihe diz como os objetos se movem de um lugar para outro, em
vez de apenas fornecer o formato do caminho. Duas outras diferencas importantes entre ambos
0s principiossao que a acdo é agora uma integral sobre o tempo, em vez do espaco. E uma
consequéncia € que com o Principio de Hamilton, vocé agora pdecigsa ponto inicial e
final, ede um tempo inicial e final. A terceira é gue principio de Maupertuis, vocé precisa
manter a energia dos diferentes caminhos a mesma, mas o tempo podeénguertacom o
Principio de Hamilton, as energias podem diferir, mas o tempo tem que ser 0 mesmo entre 0s
caminhos.

Portanto, se queremos encontrar a trajetoria seguida por uma particula, devemos mini-

mizar o funcionbda acao.
7 °Y1T Y YQo ™8
Nossa tarefa agora é encontrar as equacgdes que minimizam o funcional &acka@o.

que dados os pontose w sobre o plano, existe uma infinidade de cudiasw w que passa

pelos pontos dados. O que queremos € determinar adurwa w que tornaestacionaria

integral
!IO “O \lv 'Iv r ’Q @
Para que possamos usar as técnicas do calculo ordinario, vamos construir uma nova funcéo

®afi htal que
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i o® [ -wh (1.4)
ond€g representa um numero pequene & é uma funcao arbitraria que se anula nas extre-
midades,i.e, —® - ® T, pois nesses pontos devemos ¢emh Ww e
®wh  wo .Fixando afuncde w e variand® obtémse uma familia de curvascfi .
Portanto,® ¢fi € funcdo de] também. Consequentemente, o comprimento de cada curva

depende dg, ou seja,
‘aQ "Oahthies @ (1.5)

e¢ dado por
i O® T- @8
Escrevemo&®m fungdo somente fe pois a dependéncia &&m relacaawja foi integrada.

O extremo d&quacaql.5) pode seencontraddazendo

Q"0
Q n (1.6)
Mais precisamente, devemos ter
Q0 Q O ¢ 'Q,‘O‘v.‘v.‘ ~
Qf g ouWnnelo 7 Outwi wn (L7)

N&o h& problema algum em derivar sob o sinal de integracéo, pois estamos derivando em rela-
cao] e integrando em relacaaaDerivando O chtiteeem relacéo A, obtemos
Qa@ftiee T DT POT D@! 0O, 10 |
——— i v e T e W ——ew
Qf ToO7T T AT T @7 1 T @ (1.8)
Aderivadd @ | T poiswé independente de Usando(1.8) em(1.7), obtemos

Q0 T O, 1 0 | Q.
,QT T (500 T @—GHD W L1 (1_9)

Avaliando(1.9) em] 11, obtemos

ro. 1o .. ..
'I'_(Sw T—@—esm Qw 18 (1.10)

Esta é a forma fraca da Equacéo de Eludgrange, pois temesan ao invés de- w . Usando

integracao popartes, temos que
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— Qw —— W , — Qw
! I QT
(1.11)
Q1 0 QW
N
Em(1.11) usamos a condicao de contorn@ - @ 1. Usandq1.11) em(1.10), obte-
mos
Q0 T 0, Q 1 0 | 06 T8
Qf ] ) w Qolc - w (1.12
Q0 T 0O0Q 170 SO0 T8
QF o Qofo | 0M? (113

Como— w é uma funcao arbitraria, entasando dema fundamental do calculo variaciopnal

devemos ter
roa o
T o 0ol o (1.14)
A Equacédq1.14) é a famosa equacao de Etl@grangeque é extremamente importante na
mecanica analiticaVamos mostra agora que'®equivalente a
00
Qf (2.15)

De fato, expandindo o funcion®aiuio em série de Taylor, temos

- x A o. 10, .
Oy 1 d 1o Oduhdy o —Te 0

- Y, , i o 1To,
ooty | @ 160 "Oauhw T—‘L ® T—,‘] ®w U1 (1.16)
;- T W Tw

Portantoa primeira variacéo d funcional’'Oé dada por

"OT 0o ., 1 70,

Integrandq1.16) em ambos os lados, obtemos
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O 1 @ 1O Qw "Oahchy 'Q @

fo 1o ] (118
onde] @] Osignificam variac&o totaé primeira variacddo funcionalOcatudo |, res-
pectivamenteSe desprezarmos os termos de ordem , teremosapenas primeira varia-
cao, ou seja, a parte linear (d.18):
. ro,179o, .,
) @) T_(:LO W m1 W Q(ED (1_19)

onde|  ‘Gsignifica que estamagtendoapenas a primeira variagéo do funcigmadual de-
notaremos por
T 0, 1

Esta é a forma fraca, pois terhose| aeAgora, integrando o segundo termo do integrando
de(1.20) por partes e usando a condicdo de confora® | «w TT, POiS NOS pontos

@ ew nao existem variacdes da fungdav , obtemos

T ‘]OooQoo T £|) W 0T O‘] WwQw al O*| WQw
Tw Tw Qo w Qo w
Usando este resultado €i20), obtemos
1 O T 10w ol O‘| WA w 1 90 "0‘1 WQw
T o Qoo T o Qof @ (1.2)

Conmo] @ arbitraria e usando o lema fundamental do calculo variacional, obtemos a condi-
c&o para encontrarmos o extremo do funcié@at w o @ , ou seja,

roaro .

T o 0u & (1.22)
gue é a equacao de Eulsagrange. Lagrange obteve essa equacao usando o principio de

D6Al embert. A deriva-«o0o aci ma(l4temasqiebu2 da
Ol ww T -0+ Ol dw T -0t | ©f 0]

Usando estes resultados €n?1), temos
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— 1-0Qw (1.23)

Observe qué¢l.23) e (1.13) sao iguais, exceto pela constgnté partir de(1.23) e (1.13) po-

demos concluir que

0 roaqr o S0G Q0
“ Toawae 7Y @ ! (124)

A Equacaq(1.24) mostraque uma funcid w é extremo d funcional Oty se a pri-

meira variacdp ‘O 1tou, equivalentemente,
Q0
o

O operador variacadb e o operadorderivadaC¥Q ¢sdo comutativadDe fato,derivando a

T8

Equacaql.4), obtemos

Ol ww f-erod de T-

_ (1.25)
h ®w o ww J- oo|
W'W'Qd) S o , . Qo Qw Q . 'QW'
© T aen @ “® Qo000 Qo © (1.26)
Portanto,
: Qw 'Q’I
Qw Qw
O operadoi pode operar tanto fora quanto dentro do integrando:
7 00Qw 7 awQd (1.27)

Exercicios.

Encontre a equagéo da curva que minimiza a distancia entre dois pontos
no plano.
Resp.

Neste caso,
"OGo ® hiedd p B
Usando Euler-Lagrange, temos
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h ] Q Th . Q h ]
n P @ ooy P © Qe P ©
Do @ & o P siei 010606
Qw ] ]
5 P O P
i|00(b wd)co|

1.3 FORMASALTERNATIVA SDE EULER-LAGRANGE

Existem duas formas alternativas da Equacédo de-Eatgange
7O Q TO
A Qo

Essas formas alternativas sao Uteis em algumas situbgasdessas forma é quandd8)

(1.29)

ndo depende explicitamente @& a outra é quandd.28) ndo depende explicitamente de

Se a Equacao de Euleagrange nao depende explicitamentexentao

Q TRO
QoR
Neste caso, obtemos
RO .
A wEei 0Bwe 0Q (1.29

No cascemque Onao depende explicitamente @ebtemos adentidade de BeltramMulti-
plicando a equacéo de Eulesigrange potsetemos
AR (113%2—0 o ™S 1.30
* W ol W (1.30
DerivandoO i o fueao  em relagio a) obtemos
00 10 FOQw HOQ@e 1O , RO |, 'F\OO (131)
’Qo‘oT(deQo‘ond)T(bfd) T‘@ '

Isolando o segundo termo do lado direitqtl81) e substituindo er(i.30), obtemos
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go 10 . KO . Q FO
ool o e Worn

(o]0 ~hO . Q 1O 10
0 Hoe Do T o

Q0 Q , A0 170
(=

\

Qo 00T e T o
Q. G0 10
o F e I o (1.32)
Agora, s€éOnéao depender explicitamente @eentdo o lado direito dd.32) deve ser nulo, ou
seja,
Q 0 ¢ O
Y- R VI
O @%O WéE & O0BME OQ (1.33)

Exercicio. Use a identidade de Beltrami para minimizar os funci¢ha)se (1.3).

1.4 VARIAS VARIAVEIS DEPENDENTES

A Equacao de Euldragrange que derivamos considerou apenas uma variavel depen-
dente, isto €0 "Ochufuee Nesta secdo, vamos considerar o caso em que o funcional de-
pende de vérias variaveis dependente, ist®é, Ocfto o FE Fro Foo Fio FE fd . Nesse
caso, as equacoOes de Edlagrange assumeeforma

T—,“O E LO mh 'Q pFE FE8 (1.34)
Tw Qo w
Na demonstredo de (1.34), usaemos o fato de que estamos procurando as funcbes

w o ol b & que minimiza ou maximiza integral
0 "0 o FE Fod oy Fo FE iy Q @ (1.35)

O procedimento é inteiramente analogo ao que fizemos na obtencdo da férmula para o caso de
uma varavel dependentéomo no caso anterior, existe uma infinidade de curvas entre os pon-
tosw e w. As trajetérias que estdo infinitamente proximas das verdadeiras trajetorias podem
ser descritas por

Oadh oo [ -w8 (1.36)
Expandindd1.35) em umasérie deMaclarin, temos
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Desprezando os termos dg§ , temos

10 On 20 T8
ar

Fazendd "O 11é 0 mesmo que

Q0 =

ar
pois,] é infinitamente pequeno, mas ndo é nBlabstituindoelaintegral, obtemos

ok "OatiohivhE hidbhdlE Q o ,Q—TO(dmm)rE hohwhE Qw T
106100 o

TOTT TOTT

Integrando o segundo temo do somatadrio por partes e ughB€fp obtemos

Tod) 210 O Q® m
T Qo
roaetr o W Q0 ™
T Qo B

Usando o lema dacalculo variacional obtemd4.34), isto €,
F'_p EE) mh "Q phE 8
T QwTrJ
Portanto, se o funcional depender de varias fung@®so deveremos ter uma equacao de
EulerLagrange para cada funcéo para obteorgunto de fun¢des que minimizardo o funcio-

nal.

1.5 CONSERVACAO DA ENERGIA

Vamos mostrangora que a conservacao da energia € uma consequéncia da simetria
tempora) ou sejaa energia é invariante quanto a translacédo temporal. Isso quer dizer que
energia produzida por um experimento feito r®j@ mesma energia produzida pelo mesmo
experimento realizado amanlComegamosazendo uma translacéo infinitesimato tempo:

00 0 -

O Lagrangiandapode ser escrito como
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.. QO

Y v -
Qo

onde- — representa taxa de variacdo do Lagrangiano L com o temptiplicado pelo ta-

manho da variac&a Derivando o Lagrangiand 0 o6 o ® em relagéo ao tempo, te-
mos
Q0 T Qo ! w
Qo0 T WO TwQo
Q0 1 0, T 0w
- — W —~=290
Qo T w TwQo
Usando a equacao de Eulexgrange, obtemos
Q0 QT 0, T 0w
—, .= 0 —~ =20
Qo Qo w TwQo
Usando a regra do produt®™Q "QQ "Q&odemogeescrever esequacaa@omo

0

—a

2 o 0 T8
Q6 T o
Consequentementtemos
Qo Pan v 2Pae v 29,
Qo c Qoc Q0

PortantoO ¢ & i O, GESE&R invariante quanto uma translacdo temporal.

1.6 CONSERVACAO DO MOMENTO

A conservacdo do momento linear € woasequéncida invariancidranslacionalConsidere

uma pequena translacao da posigao

7o w -

7o w

Primeiro, vamos mostrar qud.agrangiana € invariante quardama translacao.

LT Q1o 1o

"QoTd Qotw 1@

ORI

ot ® 1

C 0o -Fb 0 o

Agora, uma pequena variacdo da Lagrangiana devigma pequena translacéo é dada por
10 Do -Fo O oo

—a

b1To
' — —.

g 7w

—a
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Expandido o primeiro termo do lado direito usando série de Taylor, temos

17 0 0 oodw T_d:) 0 - 0 odw
.10
‘]U—r
T

Aqui, desprezamos os termos de ordem . Como o0 é invariante com respeito a transla-

¢ao,entdo temos que

T 0
— "'[8
o
Consequentemente,
QT—UT0+ TU+ an b w8
Qol® T o o 1 0o T F "

1.7 RESTRICAO HOLONOMICA

Umarestricdo hobnémicaé uma relacdo entre as coordenadas que pode ser expressa

na forma de uma equacéo tipo

on M EE M B mh
ondeosr] sao as coordenadas generalaaA restricdoholondémica pode envolver também
variaveis dependenteQuando a restricdo ndo depende explicitamente do tenap@stricao
€ chamada desclerondmicaNa presenca de uma restri¢cdo, as variaveis dependentes ndo sao
independentes um das outras. Por exemplo, considere o problema descrito por
"Qaf fo FE hd |, onde ag varidveis dependentad o , estdo relacionadas pdrrestricdes
da form

Qo fE i

AN

"Q adw hw NE hw ™8
Cada restricao reduz um grau de liberdade. No nosso cas@ys®se variaveis dependentes
e a restricdes, entdo o numero de graus de liberdade séra de e podemos usar apenas
¢ G equacOes de Eukmagrange para resolver o problema proposto. Na teoria, esse proce-
dimento é simples, mas na pratica ndo é tao facil assim. O melhargeitsiderar as vari-
aveis ausar osnultiplicadores de Lagrang&stemétodo consiste em tomar a variagcéo de cada

equacao drestricdo, ou seja,

22



"0 TraQ . rtQ E TQ
1 m7 w m7 w ,m‘] W T
é
é
"0 TQ ., rtQ E TQ 8
1 m‘] w T_(bj W T_(bél )

Em seguida, multiplicamos cada uma destas equacdes poultiplicador indeterminadg.
(multiplicador de Lagrangee ossomamos:

_1Q _1’Q E _1Q 18 (1.37)
Como cada restricdo é igual a zero, ist®é&hw fo FE Fy 11, entdio devemos tefQ T,
onde’Q pE &, oque justifica asomanula em(1.37). Por outro lado, a variacéae ) no

ponto estacionari@ zeroPois,
T om 1 Oy @ Qo T 1 "o © Qo T8

Essa integral s6 é nulse] "@ftowho ¢ 1t Por outro lado, temos que

,‘OT o, 170, & 1o, B 138
1 m(] W m‘] w .m7 W (1.38)
Somando as Equacogs37) e (1.38), temos
T 0 T 0O . 10 1°Q I . 17Q
1Q Q. - 17Q
- m7 w .m‘] w E m? w
E TE‘] A T—‘] w E TE‘] ©w ™
- Tw Tw Tw (1.39)
Rearranjando os termos (fe39), temos
! 10 1o,
Bj ") Ej o E T_(] W
=Tw =Tw =Tw
1Q TQ £ 1Q
- m(] w _ mj W _ m(] w
é
é
Q Q .
_Phe _he £ - hes

Esta equacado pode searranjada nforma de um somatorio:
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T 0 1"Q
I

|5

) Q.
E _ —16 (1.40)

- T

—a
—a
e

A Equacaq1.40) s6 sera nula se cada coeficient¢ defor zero, pois toddsw i séo inde-
pendentedJma outra forma de pensar seria a seguattgio 0s_d podem assumir quaisquer
valoresreais,entdo, podemos escolher um conjuntq dede tal modo que
T—,“O=T;9 =T—Q E =T—Q mh 'Q phE R (1.41)
Tw Tw Tw Tw
A Equacgaql.41), com a ajudda Equacagl.37), pode ser escrita como
1 0_1Q _1Q E _1Q mh (142
ou
170 _"Q _"Q E _"Q mh (143
onde o0s dsao obtidos usando as equagdetl). A Equacadq1.43) afirma que a variacao de
"O _"Q _"Q E _ "Qé zeroparauma variacdo arbitraria nas coordenadas generaliza-
das.Observe que inicialmente tinhamos qu& Ttsujeita as restric6é8 w fw o FE Fro
7L Agoratemos 'O _"Q _"Q E _ "Q msem nenhuma restricdo sobre as coor-
denadas generalizadas.

No caso de termos apenas uma restricdo, a Eq(hada8pé dada por

1 0 _"Q m8 (1.44)
Esta Equacédo prodézequacdeslo tipo
T—,“O _T—,“Q mh Q phE 8
Tw TTw

Além disso, temos uma outra equacao qif® ért. Portanto, temos p equacdes e p
variaveis desconheciddSomo o numero de equacdes € igual ao niumero de variaveis, a solu-
cdo do sistema de equacdes € Unica.
Exemplo 1
Considere um plano dado pprafto. @ & Um circulo no plan ¢é projetado no

plano. Determine os pontos de maximo e minimo do circulo projetado no plano sujeito a res-
tricdo @ ¢ W C p.
Solucéo:

gadw o ®

Qo ® ¢ W C p T
A condicéo

79 _'Q mh
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guando inserida na equacao de Eukegrange levanos as seguintes relacoes:

T . .
T_cbg _Qmn P C_ W ¢ 1L

T

T(bg QT O p Lw ¢ T8

Além disso, temos uma terceira equagado dad&dort, que € a restricdo, ou seja,
W W C p T (1.45)
Resolvendo as duas primeiras equacdes paréggualando os resultados, vemos que
Substituindawpor wem (1.45), obtemos
: s
w ¢ —9O
C

Portanto, os pontos extremosgledto @ ) sujeito a restrician ¢ W q P,

V'_ec U

~ n n
sao ¢ —Ig —

Exemplo 2

Encontre o valor maximo d@afto & wcom a condicéo de quee wpertencem ao circulo

W W O

1.8 DERIVADAS DE FUNCIONAIS

No célculo diferencial, a derivada parcial indica a taxa conuquefuncaovaria em
relacdo a uma das coordenadas. Por exemplo, dada uma fQabéhd , a taxa de variacéo
de"na direcdo devé dada pela derivada pardialf2 wSeria interessante descrever de modo
similar a taxa de variacao de um funcional com respeito a funcéo da qual o funcional depende
ou seja, a variacdo do funciofi@ w na direcdo dé w . Isto pode ser feito usando a deri-
vada funcional denotada gorfD odo funcionalQd w . Similarmente a definicaordinaria
de derivada, vamos diferencial o funcioi@ w com respeito &, ou seja,

Q0 i o 7 - ™ )

o o B | B 'Oafd T e i Qo

"Odhva o

(1.46)
Expandindo a primeira integral usando série de Tagldtivariada temos
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Q0

ro 170
o :

e odb —f - f- 07 Qo  Odbiveno

Desprezando os termos de ordém , obtemos

20 G o =2 -L%- 9o odh
Qi o "fo'~ 7 ®
LN odbie Qe 8 - 11— Qo Ot 6
o 6 " &
) o 1 —~ s o 190
Io%' T_OT —T—é— Qw | EI T—o— T—m— Qw
O O
L2 12 g4
T o 1 ee
Q0 T 0O 10 |
o o e °°
Integrando a segunda integral por parte, obtemos
Q0 T O ., . 170, Q1 0 .|
Q_T T—c,)—(JOQ(JO lIT—(JL) H(bﬁ - 00®
O segunddermo do lado direito se anula, peiso - . Logo,
Q0 roaQrtro . | "

ondedefinimos a derivadauncionalcomo
1 01 O Q1 "O8
1 61T 0 Quwo
Dizemos que a derivadib funcional’G5hd  existe se puder ser colocada na fotid7)
Q0 1 0O
= —— w0Q .
o e ® (1.47)
Devemos ter o cuidado de colocar o resultado na forma do lado dir¢itd ggParr & Yang
1989 p. 246).

Exemplo 1. Usando a definic§b47), encontre a derivado do funcional dado por

0w w w 00d
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00w & o7 - 000l B @ o o - ® Qd
QT oET"(*’_won{' w Wi -1 - 0w Qw

LB cof < - 00 1Bl co-T- Q6 c-000
Portanto, este resultado estad na forthd7). Consequentemente, a derivada do funcional
Oww é
10
’|—d1b CLw3
Exemplo 2. Usando a definicdo, encontre a derivada do funcional

O 0 e 008
Usando novamente a definicfb47) e expandindos 0 - % em uma séribinomial
obtemos
20w e = o %% e+ O
Qf ° L_?'
i P ° —e - 9 E . Tl o =
I0 %—l 0 0- %0 " o] %0 E
e 0 QO
N 0> p. 0 P, - o
IOI:T| 0- %0 " 0 ) Qo

L ET 2o om0 Reo %o o P T o0%ows
R n R

O resultado obtido esta na forma(del7), portanto, a derivada do funciori@e o é
® 0
L2909 P-4
1 e q

1.8.1 Notacéo variacional#

Vamos usar o simbdjoparaa notacéo variacional para que possamos tirar vantagem da
similaridade das notaco&se! usadas no calculo diferencial. Desse modo, ndo precisamos
mais nos preocupar com as constru¢cdes matematicas envolvendo os $irmbolprincipal
diferenca entre os simbol®@s e] é queQe! envolve mudancas na fungéo de ponto a ponto,

enquanto o simbolo denota mudanca de funcao para funcdo mantendo fixo o @onto
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Ponto final

Ponto inicial

Figural.l. Diferencga entre as notacdes’Q] representa um variagdo infinitesimal da funcéo
"Qw mantendo consta nte a variavel independent® simboloQ representa um
variacao da funca@devida a uma variacao infinitesimal da variavel indepemde

Vamos explorar um pouco mais a similaridade entre as notagd@sPara tanto, seja o

funcional cadopor
0 "Ocivha &

Agora, considere conjunto de todas as funcdes com extremmasw . Queremos encontrar

funcdo6 @ que torna o funciondDd @ ey estaciondrio, ou seja,
1 @@ 1 OwoReEQ® | OcfbiveR @8 (L48)

Em(1.48), usamos a propriedad®27). Usando a notagéo variaciohaivemos a similaridade
entre adiferencialde uma funga&aiuha

] 2T 1T
QOQ—Qw —Qw —Qa
Tw T o Ta
gue representa a mudanca da furi¢io longo da curva de ponto em ponto e de uma funcéo
do tipo"Oad wh @& , ou seja,
] QT T O,
Q0 —Qw  —Q0 —X 8
T W T o T @&
Para fazermos a distingédo erf2é@Q "Ovamos mudar a notagdo @¢Q@ara
ro. 10,190
O—] w— 6 —]08 1.49
PO 973 °ra° (149
No entantowé uma variavel indepente e, portanto, ndo vari@ 1. Com essa observacao,

podemos escrever

OT O, 170,
) T—g) OT—&O
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gue € a variacao dede funcéo para funcéo. Do calculo diferencial e integral, sabemos que o
ponto estacionario d@chuhx é obtido fazend® "Q 1. De modo similar, vamos encontrar a
funcdod w que torna funcional®stacionario, fazendo “O 1t As leis de soma e produto que
se aplicam ao diferenciél "Qe aplicam também a0"0O

170 "0 1 01 @ "00 ‘0 00 8
Para ilustrar a nota¢c@iq vamos rederivar as equacgoes de Eudgrange usando essa notg¢cao

ou seja, @mos procurar a fungéo que torna o funcional
‘@ "0 @ ey Q
estacionario. Fazentlo 'O 1, obtemos
10 O O © Qe 1 O o G Qo T8

Usando(1.49), obtemos
s o En e ro.ro,1ro, .
1 '@ o 0w Qw T—&)wr%oré‘]eo Qw
1’0, 1 10 Q.
; % 0 ; éeo W
onde usamos o fato de qumao varia e, portantd, w Tt Integrando por parte a segunda

integral, obtemos

17 O T “Oc’)’Qd)T “‘]O() Q1 O‘] 08w
) g T @e Qw o
ComoO @ n&o varia nos extremos, entdo
1 O T “Oé'Qd)T “*|Oc') Q1 O‘] 0Qw roer “O*| 0 QwB
3 e Qo 6 Qe

Usando o lema fundamental do célculo variacional, temos que
T OQ71 O

T o Qa6
Queé, exatamente, a equag@®EulerLagrange pariD "Ovhd  obtida anteriormente

1.8.2 Regra da soma

Usandoa definicao(1.46), podemos mostrar que a derivada funcional segue regras si-
milares as derivadas ordinarias.primeira destas regras é a regra da soma ou linearidade.
Considere por exemplops funcionaisO'Qaw e"0'Qw e as constantes e . Neste caso,

a regra da soma para a derivada de funcionais é dada por
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1 -1 70Qw » 10 Qw
— w pope

— @000  O0QD ®——
7@ 1@ 1@
Denonstragéo:
Seja0Qw  OO0QL  OOQK
L ®o Q0 L ] -
1@ Qf T ]
L Q000 - % Q0QR - % ®0Qw 00K
| B T
L0000 - % 00w 0 '0Qw - % 000
= T
- H 000 - % 00 0 0QL - % 00O
o i i
- JOQd - %  OQd .. 000 - % "OQk
AT T @l Ed T

L1 Qo +1 Qo
O W/
1T @ 1 @
Portanto, a derivada de uma soma de funcionais multiplicados por constantes € igual a soma

das derivadas dos funcionais multiplicadas pelas respectivas constantes.

1.8.3 Regra do produto

Considere o funcional dado pelo produtd@®Qw e"0™Qw , ou seja,
OQw "0Qw "0Qw
A derivada @ produtode funcionaisera dada por

1 ‘00 1 “O“O 1 0
R RCY) ?_gaa

Denonstragao:
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™y Q0 0 [ - O

T @ Qf ° T
S 000 - % 00h - % 000 000
= -
- 00 - %0Q - % 00 - %00 00 - %00 0000
= T
S 000 - % 000 - % 00
| Ei -
000 - % 06 "0
T

N L. 00w - % "0Qw
IOE(DQoo - % IOEI :

E(IDQoo - %0 OQw .

[ | EOQ0 - %

° f
w1 0 770,
C{ B B O

1.8.4 Regra da cadeia

Suponha quéOseja um funcional d&w, ou seja;O0 "O"Qw . A diferencial do fun-
cional, ou seja,ma pequena variacéo "@o funcional’Oé dado por
. 10 .
10 —g! @wee (1.50)
Agora, suponha qu€para cada ponta seja um funcional d&®w , ou seja}Q "QuiQw .

Uma pequena variacéo™@ dada por

. T Qe
12 gl 8 (1.51)
Usando(1.51) em(1.50), obtemos
170 1 01 “Q°| "Gy O Lo 17 0T "Q,Q & B Qa
BRI ERE BRI IR w (1.52)

O lado direito d€1.52) é a regra para a obteng&o da regra da cadeia, pois esta no formato de
(1.47), ou seja,
1 0 101 Q
T [ AR CN

Se @ umafuncéo diferenciavel ordinaria, entaointegral dg1.53) desaparece e podemos

Q8 (153

escrever
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170 770 QQ
1T @ 1 @DQW

(1.54)

onde' 0 "O'Q"Qw . Nademonstracao d&.54) considereemos primeiro um funcional do
tipo 'O "O"Qw . Uma pequena variacao d@devida a uma pequena variacao'de, ou
seja, a variacdo "@© dada por

170 jjfﬁ?w "BHO A (155

Agora, suponha quéQseja, na verdade, funcédo @w, ou seja,;Q "QQw , uma funcéo
compostaEntao, uma variacdo d@ara um ponto fixo dexdevida a uma variacao dfew,

sera dada por
Q Lo Q 1.56

Em (1.56) estamos usando os conceitos desenvolvidos (&mh9). Substituindo(1.56) em
(1.55), obtemos:

1T PR
0O —=—L0a 15
| o (1.57)
A Equacadq1.57) esta no formato d@.47) e, portanto, devemos ter
1 07 PQ
AR (158
Como exemplo de aplicacéo e54), considere o funcional da energia:
O O” » 8

A densidade eletrbnica para um sistema de camada fechada, pode ser calculada como
j i
" ¢ S PSS C %o »% »8

Nesse caso, a derivada da energia em relagéo ao ébéal

10 10917 19 4
%> 1 1% e ]
Exemplo 2. Considere funcional
"0 Qw Qo Qb

onde

"Q Qo "QO'Q
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e Qaho é uma funcdo kernelada Queremos encontrarderivada funcionatie 'Ocom res-
peito a’Qw, denotada pdr 1@ "@. De acordo com a regra da cadeia para a derivada de

funcionais, temos que

1 O 1 0 s
Py — Qw
7 @ 7 @] @
1. Encontrar——:
Como
"O0"Qw Qw Qw
entdo
1 © Qw8
7@ ©

2. Encontra——:

Como
"Qw Qo QO Q
entdo
L i
1 @

3. Substituindo estes resultados na férmula da regra da cadeia, temos

o o S
Wde) CRORHFHQG ¢ Qafty  QUHQE Qa0 ®

Exemplo 3: Seja o funciond"Q definido como
0Q Q Qw
e seja
Qw VO 0w

onde’Qw w €é uma funcdo dad&ostariamos de encontrar a derivada do funci@wm

respeitoa"Qw , denotado como
1 0
1@
Encontrar——:
Como
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entao
1 O Q

1 @
Encontrar —:
Como

"Qw QWO WQw

entao

17 "@

Substituindo na féormula da regra da cadeia, temos
10 ‘|_"O] "0

QW Q. Qw 0w Qw Q Quw 0Qw
T @ 1T N@D

1.9 DERIVADA FUNCIONAL EM UMA DIMENSAO

Como ja vimos, a derivada do funcional
"0W ® Quw ol @ Q8
€ dada por
@ "Q Q Q
«|_’ T— —. T— 8 (.59
T @ 7T 0 Quw w
Esta formula pode sgeneralizada para o caso de um funcional do tipo

"0 ® QoivfiU U R FE Qb

ondew ww eU representa Eesimaderivada debem relacéo & A formula geral é dada
por

Q 1 Q Q T Q Q T Q
Q! w W T W T

[Th

T

7@ 1Q
W

-
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[ 2 1 0 1.60
, P ® T (160

€

A demonstracao dg.60) € inteiramente analoga a demonstraca.ds®).

1.10DERIVADA FUNCIONAL EM VARIAS DIMENSOES

Seja o funcional
0" QM > > 8 (1.61)

Considere uma func@é » que se anula nas bordas da regido de integrdeaoos definira
funcdo® M , de tal modo que

O s f % AndM U » 1% »8
A derivadado funcional(1.61), de acordo com a definicdo &

Q"0 Q

% 'Q_T QM > » O

9
— 0, ’
N %o (1.62)

A terceiralinhade cima para baixfmi obtidafazendg 1, onddg @ n” édefinido como
"0 0 0 0.
T ” k T ” HJ T ” I_lJ T ” QQ]
IR | I I

onde” i e” s&o dados, respectivamente,of! ¢J T @ 1 QA quartalinha foi

obtida usando a regra do produto para a divergéogiseja,

T Q T Q T Q
%o n %o N %3

nOT n” n” T
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A guintalinha foi obtida usando o teorema da divergéncia e a condicao d& sue TTnas

bordas da regido de integrag&to €,

”n ”n

T Q , Q -
nO — %0 » O — %0 » NV T1h
Tn rn

ondeQvrepresenta o vetor unitario perpendicular a supeffigcieada’y Essa integral de su-
perficie é nula, pojpor definicdo%. »  TNna superficie que é a fronteira da reg@bserve

que(1.62) esta no formatde

20 ! “O°/ > >
,QT (] " 00
Portanto, a derivada d®” » é dada por
1TTO1TTQ 10
— N 1.
L n” (163
onde” " »e’Q "Qu »Mm” » .Aformula(1.63) é aplicavel a um funcional do tipo
O » QM e > 8
Esta formula pode ser generalizada para o caso de um funcional do tipo
0 » QM e el 7 " »FEMRM O » O (1.64)

onde»N A4 en é um tensor cujadse¢ componentesdo os operadoressderivadas par-

ciais de ordenfou seja,

!

n . =
E TiT 1 ET I

ondeg A FENR pltFE FE sdo as coordenadas generalizadas.
Por exemplo, o caso d& o (trés dimensbes)® p, derivada de primeira ordeias com-

ponentes do tensor serialadas por
I T .1 .1 | B R
n — — = - — .h
T I SR R I
onde, na Gltima igualdade, fizemios ¢h wAi G para maior clarezéo caso de trés

dimensbes¢ o e derivada de segunda ordei@ ¢ , o tensor tem as seguintes compo-

nentes:
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onde i pltho, ou seja, usando a notagdwh, temoso tensoKna notacdo matriciatjado

por

A
»To T Of & oled
A
g oT do T elga
11

or at at da O
Para o funcional do tip¢l.64) podemos obter de modo similar ao procedimento usado na

obtencéo dé€1.63) uma férmula para a derivada funcional:

1770 1.7Q 0 T Q 0 T Q £ . T Q
RN STCRE Ara S
(@] Q Q
1—” T— pn 3T7 (1.65)
1 ! T n
As componentes dotensot J® N " sdoasderivadas parciais d&em relacdo as deri-

vadas parciais dg, ou seja,

T Q T Q
T r-l- ” E T” E
onde
i ) T ”
e T T BT 0
O produto ddensor escalar é
T Q T T Q
S S 11 ETT 1 e o
! R ER E

Por exemplo, para o caso em gue ceQ ¢, o produto escalar do tensor é

I Q ! T Q

n -

N IEIRE

onde
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1.11EXEMPLOS DE DERIVADA FUNCIONAL

1.11.1 A funcgao delta deDirac

Veremos na sec¢dh?24 que bda funcdo pode ser escrita como um funcional usando a

funcao delta de Dirac. Por exemplo, sej&» uma funcédo de» Entéo,
B Ok N A N 0 -]

A derivada funcional deste funcionsdando a formulél.63) é

(]’»kj“O T "> > > 1 » »8
[ R I SR R

1.11.2 Funcional da energiade ThomasFermi

Em 1927, Thomas e Fermi derivou um funcional para o calculo da energia cinética
considerando os elétrons cos®mfosse urgas uniforme ndo interagen® funcional da ener-

gia cinéticaobtido por eles pode ser escrito explicitamente como
Y 6 "1 »Owh

onded  ¢hp x.dJsando o funcional da energia cinética de TheRemi, o funcional da
energiafoi escritopor elescomo
O "» 6 "I »O» " e rO» D ﬂgmxa (1.66)
C Sl
O primeiro termo do lado direito € a energia cinética de Thdtaasi; o segundo termo € a
energia de interacdo dos elétrons com 0s nucleos e o terceiro termo € a energia classica de
interacao elétrorlétron (interacdo de Coulomld).» representa o potencial de interacéo elé-
tron-nicleq que no caso de um atomo é dado por
@
> qs
onde=| representa a posicao nucleasta foi a primeira tentativa para o célculo de estrutura

0 »

eletronica usando a teoria do funcional da dkds#livre deorbitais. Este procedimentor-

nece resultados razoaveis para calculos de sistemas no estado solido. Para moléculas e atomos,
os resultados sgméssimosEste resultdo ruim €, frequentemente, atribuido ao funcional da
energia cinética de Thom&grmi, qued um funcional aproximadd/oltaremos a este assunto

no futuro, mas, no momento, estamos interessap@sasem encontrar, a titulo de exemplo,

as derivadas dos funcionais que aparecem na Eq(lagép
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1.11.3 Funcional da energia cinéticade ThomasFermi

A derivada dduncionalda energia cinéticde Thomad-ermi Equacaql.66),

20 L B o) S IR A o'
pode ser obtida diretamente usando a forrfiu&8), ou sejafazenda 6”1 », obte-
mos
Yo 0 0 v " 1 e
j T n :)T 0]

(-I ” T ” T rl)’ O.
O segundo termo da equacéo do meio é nulo, pois o funcional da energia cinética de Thomas

Fermi ndo depende do gradiente da densidade.

1.11.4 Funcional da energiapotencial de interacéo elétronnucleo

Na teoria do funcional da densidade derivada por Thdn&srmi, o funcional da

energia potencial de interacao elétrarcleoproposto poeles,Equacadl.66), € dado por

" » S VI N0 A Oph (1.67)
> qs
ondes» =| srepresenta a distancia do elétron ao nideealimero atbmica, ou seja,
o» ——O
> qs

A derivadado funcional(1.67) pode ser obtidasando &qua¢aq1.63) ouadefini¢é. A fim
de ganharmos um pouco maishdilidadeusando a definicdo, vamos deriyai67) usando

a definicao:
Qw w7 T %b w” i
— | B4
QT o T

P "

iol:T|

. P _ . .
” ”
BT o0 T %00 B0 b

> T % U » O " 0 O

‘IOIfT-pi TO »% » Q> 0 »% > O

Qw .
E 0 » %0 » (1.68)
Observe qué¢l.68) esta na forma
’Q_o'o 1 %0 > >
Qf e

Portantoa derivada deo” » emrelacad » é
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1.11.5 Funcional da energiapotencial de interacdo elétronelétron

Para a energia classica de interagéo eléémon, Thomas e Fermi usou o funcional
da energia potencial de Coulondu seja,
” »” m
y» P — 8 (2.69)
C > e

A derivada deste funcional pode ser obtida usando a regra da cadeia, ou seja,

p T oke p

0" = —— > - > e
C > e C
onde
W » = (0] 2
> e
A derivada do funcional ” em relacaab » é
1T00p
T ®¢
A derivada deb » em relagdo & é:
7 0 ¢ »e
T o> e
Substituindo tudo em
1 0 1 01 o» .
T
temos
1Y > o (1.70)

7" > PEQQ
Observe que a derivadh 70) é, na verdade, um funcional. Portanto, podemos pensar na deri-
vada deste funcional, que, na verdade, € a derfuadanal segundede(1.69), ou seja,
70 ! " opee P4
T e " T T o> e S R

Na obtencdo da derivada segunda, usamos a foth6@. Observe que, como no caso do

calculo ordinario, a ordem das derivadas funcionais nao é importante.
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1.11.6 Funcional da energia cinética de weizsacker

Em 1935,Weizsackepropds um novo funcional da energia cinética eletrénica que
acrescentava o gradiente como correc¢ao da energia cinética de Ffremapara melhorar o

calculo da energia cinética eletronica de atomos e moléculas. O funcional proposto por Wei-

zsacker foi
v p "N », o
Y - — 0 »h
P >
onde
e
0 —-—— Q" " »8
P
Usando(1.63), temos
‘1”Y To” rl,Io” p r1":n n3¥
T T T
n" " n”
e ,,31 " QCT
P
p rl-” 31” c rl ” ” rIH 31))
LIJ n n
p r-l-” 31” crl ” cn” :)177
LIJ ” ” ”
pn” " pn”
L|J ” T ”
O que nos leva ao resultado
Y n” " n "
el ” E ” E ” O
77 Y T

Exercicios

1. A energia de troca e correlacdo, na formulacdo de Khon -Sham da teoria
do funcional da densidade, continua sendo um grande desafio para os pes-
quisadores. Uma das primeiras propostas para o calculo da energia de
troca e correlacao foi a aproximacao LDA (Loca | Density Aproximation)
gue pode ser escrita formalmente como

o " » A A e
onde- " » representa a energia de troca e correlagdo de um gas uni-

forme de elétrons de densidade ” ». Encontre a derivada deste funcio-
nal.
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2. Na formulacédo de Hartree -Fock, a energia de interacdo classica (intera-
¢ao de Coulomb) é dada por

! P P .
O .. c e P G ‘l—...p...ch

onde ¢ representa o nimero de elétrons; .0 s r e pr e s e ndrbéams
e i representa a distancia entre o elétron 1 e o elétron 2. Encontre a
derivada deste funcional em relacdo ao spin -orbital

3. Na formulacédo de Thomas -Fermi, a energia total de um atomo € um fun-

cional da densidade eletrbnica dada por
' ; ) ' . ” > ' p ” >11 , ,
o o ") »» O —» - — O3
> C > PSS

Minimize este funcional sujeito a restricdo holonémica
" »» th
onde & representa o niumero total de elétrons, @o nimero atbmicoe 6 é
uma constante.
4. Encontre a derivada do funcional
0

ok — 8

1.12METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas € um procedimento matematico usado para obter solu-
cOesnumeéricasle equacgdes diferenciais. A ideia basica é usar a série de Taylor para obter uma

formula de derivacao da func&oonsidere a expanséo de TaydarfuncadQw no pontow :
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P QQw

EA
R 206 O d 20e b o (179
pA CA
E"Qmoom ER"Qoooooo Y
oA A

onde’Y @ representa o erro que se comete ao trucar arsgnenésimo termo pode ser

estimado usando a férmula de Lagrange:

Q , O W
€ pA

Y oW o) (1.72)

, é um nimersituado no intervalooito . Fazenday @ Qtemosqueéd @ "QSubs-

tituindo estes valores e(fh.71), obtemos

Qw Q "Qw pAQoo Q CAQ w Q O'AQ w Q v Q (L73
Permutanddpor "Qpodemos escrevét.73) como

= L — 1.74
Qn Q "Qw pAQquAQwQ OAQooQ 0 Q (1.74)

onde®é o incrementdeito a variaveka Usando as equacg6@s73) e (1.74) podemos calcular
"@an de trés modos diferentes como uma diferenga quociente e um termo de erro, obtido ao se
desprezar os termos restantes da expansao de Taylor. Esses trés métodos sao conhecidos como
diferencas finitas progressivas, diferengas finitas regressivas e diferencas finitas cerradas
formula da diferenca finita progressivalétida a partir da Equacé.73) isolando'@awn e
desprezando os termos@eQ |, ou seja,

"Q ® Qo Q Qo 0 Qh (1.75)

Q

ondel "Q ¢é o erroque secomet ao desprezar os termos restantes da expansao de Taylor

univariada Derivando(1.75) novamente e usandt.75) na formula resultante, obtemos uma

formula para’®@eae , ou seja,
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. MMw Q0 Qw
Qo

Q
RO TN O T o T o TA N o NS o TA N O B 01
Q Q (1.76)
Q
VO 0 ¢CQH T Qo
S

Repetindo este procedimento recursivamente, chegamos na férmula geral para a gerivada
ésima usando o método das diferencgas finitas progressivas:
€ N
B P Qw & Q0O

" \ Q 1.7
Q © 5 0 (L.77)

O coeficiente S'Q € dado por

¢ A 5
Q A: QA

A diferenca finita regressivaobtida a partir da Equacdb.74) com procedimento similar ao
usada para diferenca finita progressivau seja,

0 NQw Qo Q 9 8
() ) V] (2.78)

Derivando(1.78), obtemos

Mw Qo 1Q

"0 G
() ) (2.79)

Usando(1.78) em (1.79), obtemos uma férmula para calcular a derivada segunda usando o

método das diferencas finitas regressivas, ou seja,
Mw Qo 1Q

Q w 7
M Qd 0 Qd Q. Qe Q Q
Q Q (1.80)
Q
MO QO 0 Qd ¢ 0
5 o)

Pela aplicacao recursiva fle78), chegase na formula geral para a derivadasima déQw

usando o método das diferencas finitas regressivas:

€ ~
B P Q0 M
—_— ' éz 5 (1.81)

Na obtencdo do método das diferencas finitas centradas usando as efuagpes

(1.74), geralmente na literatura, substituimé®® "(X¢, ou seja,
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>
N
N

>':
N

3
N

C pA
e (1.82
§) —
q
2 - e Loa 2 oo 2 Poog 2
q PA ¢ GA ¢ OA q (1.83
0 Q
Subtraindo(1.83) de(1.82), obtemos a férmulpara’@aw usando o método dhferenca finita
centrada
s Qo F¢ Qv U
Qw ) v Q8 (1.84)

Observe quea formula(1.84) o erro é de terceira ordem e, portanto, € a formulapresenta
0 menorerro.
Para obtemos™@ea® usando o método da diferenca finita centradamos um proce-

dimento analogo aagescritosanteriorormente isto €,

o RO EQ "0 6 EQ
=
"0 6 EQEQ 06 0k QW EQEQ s
0
e e e

0]

Pela aplicacao sucessiva do recurso recursivo podemos genéiiZgpara derivadas

de ordent usando o método da diferenca finita centrada:

€ € ann
B P QW - Q0
0 o Q _ q o) (1.86)
Q
Rrrrr
Exercicios
1. Encontre os 5 primeiros termos da série de Taylor da fungéo "Qw

i Qe nopontow -—.

2. Calcule a derivada primeira da funcdo "Qw @é& ind ponto w o8t
usando os meétodos das diferencas finitas progressiva, retrogada e cen-
trada. Compare os resultados obtidos com o resultado exato.
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1.13ALGORITMO VERLET

O algoritmo deverleté usado para integrar as equacdes de movimerGaeRarri-
nello no programauantum Espress® objetivo deste algoritmo de integracdo é determinar

a posicao da particula na posig¢ao] 00 algoritmo é derivado usando a expansabagéor,

ou seja,
. . . . . P . p . \ o .
»O | O PO O] O —»O0] O —P»O] O U J O
G oA
. . . . . P . p . \ o .
»O | O »O O] O —»O0] O —P»O] O U 7 O
C oA

Todos os simbolos usados aqui apresentam significadq osusgja»representa a posicao
do atomo consideradofepresenta o tempE) @& o passo de integrac&@omando estas duas
equacOespbtemos

»O | O ¢rO »O 7 0 »OT O U 91 08
Substituindo a acelerac®0 nesta equacgmor »0  5j &, obtemos o algoritmo déerlet

para as posicoafs atomosio instante® | D

. . . . . 30 .
> > > — 8
01 0 ¢ro o010 a 1 0 (1.87)

Para calcularmos a posicdo dos atomos na posi¢hAo] G precisamos conhecer a posicéo
dos atomos&s posicoe® 0 e >0 | oeaforgay 0 sobre os atomaw instante. A forga
pode seralculadausando a §uacgao

T oofufd 1 ocoiufn 1 afuig

o T T e T ra "

3 nae »

ondenw » é o gradiente da energia potencial na poskdd erro deste algoritmé de 42

ordem,0 | 0O ,etema vantagem de ser simples, acurado, estavel e é bastante popular entre
os simuladores. No entanto, tem a desvantagem de né&o calcular as velocidades diretamente a
partir das forcas, embora narecisemoslas velocidades para encontrar as novas posicoes.

Asvelocidads’l 6 podem ser calculadassandao método ds diferencas finitas cen-

tradas isto &,
»o 10 »o ot 0 Pko1 0 Pror o 61 0 (1.89)
C oA '
»o 10 »o ot 0 Pko1 0 Pror o 61 0 (1.89)
C oA '

Subtraindo a segunda da primeira, obtemos:

46



»0 7 0 »O0 1 0 ¢lo] 60 1 0
.o »0 71 0 »0 1 O
I o :
¢ o
Observe que errono céalculo das velocidaddsd esta nderceira ordemAs velocidades sdo

usadas no algoritmo de Verlet para calcular as energias cinéticas dos atomos do sistema. Com

as energias cinéticas, podemos calcular a temperatura instantanea do sistema.

1.14ALGORITMO VELOCITY VERLET

Como ja mencionamos anteriormente, o principal problema do algoritmo de Verlet é
gue as velocidades no instaniesd sdo calculadas apés obter as posicées no instafnted
Isto dificulta a implementacao do algoritmo e tommaisdificil os calculoszom pressbes cons-
tantesem que as forcas dependem das velocidades no instafdée a pena mencionar que
estamos particularmente interessados em algoritmos qume des@nservacao da energia e que
sejan reversiveispelo menoem intervalos de tempo pequendasmamodificacdo do algo-
ritmo de Verlet conhecido com¥elocity Verlefprocura sanar estas dificuldades. As posi¢coes

no instant® | pEno algoritmo d&/elocityVerlet sdo derivadas usando a expansao de Taylor:
>0 1 0 »O 10 o§=|=o‘1 oh (1.90)
Derivando(1.90) em relacéo ao tempo, obterkosor! Reference source not found.
To 10 1o 0 quA+M 08 (1.92)
Usando o método das diferencas finitlac&gpessiva,spodemosascreveIEI= 0 como

Lo =|=o‘]o=|=oo

1 0

Usando este resultadon (1.91), obtemos

. pFO T 0 Fo |
A 15 °

To 10 Mo F0

o106 Mo 4o c‘>+°jco T, 4
+0 10 =|=o<] 5

C
7076 160 12— 0 (1.92)

To 906 7106
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A Equacaq1.92) mostra queas velocidadeso algoritmo deVelocity Verlet sdo calculadas

diretamente das forcas e no mesmo tempo em que se calculam as pAsiegesicoes

o
»O 1 0 crd PO 10 ﬂd—w 08 (1.93)

0 0 0 1.94

30 030, 4 (1.99
ca

sdo as equées ddntegracaado algoritmo de Velocity VerleODs algoritmos de Verlet e Ve-

To 970 7106

locity Verlet apresentam as vantagens de conservarem a energia por urpddndoe de

serem, por um curto periodo, reversivel temporalmente.

1.15ALGORITMO LEAP-FROG

O algoritmo de integracdeap-frog € usado no programa de quimica quantica Hyper-
Chem. Este algoritmpode ser derivado fazendo a expansao em série de Taylor nos tempos
0 |7 Ppc e0 | pg e depois fazendo a subtracdo entre as duas expansdes e deslocando o

tempo nos argumentos @m | pg:

»0 — »0 »O0 —
»0 — »O0 »O0 —
C
Subtraindo a segunda equacédo da primebigmos
10 1

. 0 .
> O »o? »0] 8

Agora,fazendod O | pcg, obtemos

. 1 010 . 10710 .10
»0O — — »O — — »O —7 O
¢ C ¢ C S
‘ : : . 1o |
»0 7 O »O >o?‘]o
‘ ‘ . . . 10
»O0 | O »O Io?‘18 (1.95

Esta é &equacao de leafyog para ocalculodas posicdes. Esta equacao dependeelasi-
dades, cujequacao pode ser derivada fazendo a expanséo da série de Taylor ou usando dife-

rencas finitas centrais:
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Subtraindo a segunda da primeobiemos:
1o =2 o =0 4o 0
q
ou
1o Lo 1o 1o ﬁw o) (1.96)
As equacde$l.95) e (1.96) séo as equagOes de integracdo do algoritmo de RregpEste
algoritmo calcula as velocidades no instaimte] p¢ e em seguida calcula as posi¢cdes no
instanted | oOPortanto, a posi¢édo pula o tempo da velocidade e depois a velocidade pula o
tempo da posicao. Dai o noeap-frog.

A acuracidade para um passo de integracdo maior € importante na simulacéo, pois
guanto maior for o passo de integracdo menor sera o numero de célculo das forcas por unidade
de tempo de simulacdo. Portanto, é vantagem usar um algoritmo sofisticado gteegasi
de um passo de integracao grande. Algoritmos mais precisos usam derivadas de mais alta or-
dem, o que aumenta a quantidade de memoria necessaria para armazenamento dos dados. Isso
nao chega a ser um problema, pois a maioria dos computadores msadoslacées possuem
memorias suficientes, a ndo ser que o sistema seja realmente grande. A conservacgao de energia
€ algo importante na simulagéo. Algoritmos de mais alta ordens tendem ser bons para conservar
a energia por periodos curtos (poucos pass@s, em geral, apresentadesvios sistematicos
por longos periodos de simulacdo. Os algoritmos no estilo de Verlet apresentam conservacao
de energia moderada em periodos curtos de simulacdo. No entanto, os desvios em periodos
longos de simulag&o sao modiwa.

Duas simula¢des com as mesmas condicdes iniciais apresentaram trajetérias que serao
bem diferenteslevidos a propagacéo dos erros dos algoritmos de integracdo. Contudo, nao
devemos nos desesperar com isso, pois estamos interessados em previsfdes estatisticas. As tra-
jetorias assim obtidas séo representativas do espaco de fase, mesmo que nao sejam as verd
deiras trajetoriagem resumo, as principais caracteristicasalgoritmas no estiloverlet séo:

1) Séobastante rapid

2) Naoséao muitcacurads para simulagdes longas;

3) Requer pouca memoria paranazenamento de dados;

4) A conservacaoaenergigpara simulacdes pequenas € razoavel;

5) Osdesvios sistematicata energia nas simulagdes longas sao pequenos.
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1.16 CALCULO NUMERICO DAS FORCAS

As forcas sobre os &tomos podem ser calculadas usamétododas diferencas finitas,
como por exemplo, o método das diferencas finitas centradas. Este procedimento pode ser de-

rivadoexpandindo a energia em série de Taylor:

O» 1» Op» nNOMI» 1OKIP» 0 1» (1.97)

O» 1» O» NOMI» 1nOBI» 0 ]» (1.98)
Subtraindg1.98) de(1.97), obtemos
O» 7» O» 1» cOM» » 0 1» (1.99)
no»go»w»ﬂ»o»w» (1.100
Usandoq n'0 » em(3.89), obtemos uma equacao para o célculo das forcas sobre os ato-

mos usando o método das diferencas finitas centradas:

Oo» 1» O» |»
J »¢€ a» (2.1201

Observe que o erro esta na terceira ordem, ou seja, esse método tem precisdo até a segunda

ordem. No caso particular da forca sobre o atoram uma dimensam podemos escrever
Owil w 0wl w

"0 :
¢ w

8 (1.102)

1.17GRUPO

Um grupo Gé um conjuntado vaziade objetogjue munido de uma operagdioaria
y 'O "0° "Osatisfaz os seguintes axiormagiomas de grupo)
1) Fechamentd: aftoN "0° @y N O
2) Associatividadet ofoa™ "0° @y Oy a @y Y a
3) Elemento neutrd: wN "0° m, N 00 (oo By, , Y0 ©
4) Elemento inversd: wN "0° m@ON "00 (Moo &Y 0 wy ©
5) Comutatividadet aftovy "0° @y @ WYy ®

Nos axiomas listados acima, denotamos o elemento neutro pelo simBaa conjunto de
objetosapresentar os 5 axiomas definidos anteriormente, o conjunto € changadpalabe-
liano. Se, no entanto, o conjurBs0 apresentar 0s 4 primeiros axiomas, 0 conjunto € chamado

simplesmente dgrupo.
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Exemplosde grupos

~

1. ah éum grupo abeliano;

2. ah égrupo abeliano;

3. a 71D é grupo abeliano;

4. 0 @A h matrizes¢ ¢ com entradas reascom a operacéo de adicdo é grupo
abeliano;

5. wh é grupo sob a operacéo alicao;

6. Eh & grupo sob a operacdo de adjcéo

7. \Jéﬁ onde\l representa o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a

1.18CORPO OU FIELD

Em matematica,m corpo oufield € um conjunto de objetos gagrupoabelianoem
relacdo as operacOesaldicdoe multiplicacdoe, além disso, apresentachamadaxioma da
distributividade ou seja,

1) Grupo abeliano em relacéo a operacao de adicao
a. Fechamentd: ¢hiod "0° @ N "O
b. Associatividadet ofohad "0° @ @ ® ¢ @® © Q&
c. Elemento neutrd:w™ "0° m, N "Of0 , , ®
d. Elemento inversd: @M "0° moN 'OFfw 0w @ @
e. Comutatividadet GhioM "O° @ & @ ®
2) Grupo abeliano em relacdo a operacao de multiplicagéao:
a. Fechamentd: GhioN "0° @M O
b. Associatividadet cfuad "0° GO WA 3D
c. Elemento neutrd:w™ "00 m, N "OFw ] , Jv
d. Elementoinversd: @M "0° myy mN "'OFw03dnw 03I
e. Comutatividadet hioM "0° MO O3
3) Axioma da distributividade
a oty 00 WOW ¢ W Wik
Os elementos do corppsao chamados de escalares.
Exemplos:
1. ndmeros reaisd ;
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2. numeros complexog;

z

3. ndmeros racionaisi - N ¥4'Q0ON ¥

1.19ESPACO VETORIAL LINEAR

O espaco vetoridinear O sobre um corp& € definido corm sendo um conjunto de
elementogpertencenteao conjuntdO que formam ungrupo abelianoem relagédo a operacdo
de adicace que além dissopbedecem aos seguintes postulados adicionais:

1) V| N"OAlen'O | @ o N O(fechamento)
2)IIANOA enOO | To | Te

3| NOA el NOO | e ¢ | ® | «

H VA NOA enOO | [ o |e [

5) mpN U ¥l eN'OO pe ep @

Os elementos do corppsado denotados aqui pelas gregas, getc.Os elementos do espaco
vetorialOsé&oescritosem negrito®u uma flechinha sobre a letra qoeepresentaos elemen-
tos do espaco vetorial sdo chamadogaderes O simbolo 1 representa aqui o elemento neutro

do corpoK.

Exercicios

1) Mostre que o conjunto dos vetores fle chas sobre o corpo dos reais é um
espaco vetorial.

2) Mostre que o conjunto O oo N a T @ ¢k sobre o corpo dos reais é
um espaco vetorial.

3) O conjunto O oo N aT® ¢ ¢ é um espaco vetorial ? Justifique
sua resposta.

4) Mostre que o conjunto dos polinbmios de coeficientes reais de grau menor
ou igual a 3 € um espaco vetorial sobre o corpo real . Em caso afirmativo,
gual & a dimenséo desse espaco vetorial? Explicite um conjunto de base para
esse espaco vetorial.

5) O conjunto dos n umeros complexos, E, com as operagcdes usuais € um espago
vetorial sobre ele mesmo, mas € também um espa;o vetorial sobre 4.

6) Seja o conjunto das fungbes com valores reais. Dizemos que duas funcdes
"Qe "0sdo iguais, se, e somente se, Q® "Qwh! @ a. Definimos o produto

de um escalar por uma fungéo real e a soma de duas fungdes reais por
WO 0NN Qw Qv Qwad
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Geometricamente, o graficode "Q "Q w é obtido somando as coordenadas
wde "Qw e "Qo paratodo we o grafico do produto pelo escalar  @é obtido
multiplicando o valor de "Qc por wpara todo @

f+g
8 \

o<

/T‘%—\Jl\ﬂ\) + g(x)
g(x)

=T fx)

W) 4

X

Mostre que o conjunto das fungbes com valores reais no intervalo HHb
e com as operacfes de multiplicacdo por escalar e soma definidas acima é
um espaco vetorial.

7) O conjunto das matrizes quadradas de ordem 2x2 € um espaco vetorial?

Uma notagdo bastante usada na mecénica quantica € a notagdo introduRiaa por
AndrewMurray Dirac em 1932que éa notacadet X A notacadketé extremamente Util na
obtencéo de resultadoa mecéanicauanticae foi inspiradana definicdo dgroduto interno
gue veremos logodiante.

A dimenséaale um espaco vetori&d € igual a cardinalidade do conjunte detores da
suabase ou sejag igual ao niumero de elementtisconjuntade baseUma base de um espaco
vetorial € um conjunto de vetoriisearmente independentésl.) e que seja capaz de geoar
espaco vetoriabu seja, qualquer vetor do espaco vetorial podeepegsentado como combi-
nacéao linear dos vetores da bdseste caso, dizemos que a basmpleta Por exemplo,
considereo conjunto de vetores dmse candnicdosi : QHQRQ . Entdo, podemos repre-
sentar ovetorgenéricofcomo

p T T a T m a
+ aQ K QO amn bp gn W p TwW b3
T T p T T g g
Os escalares, b e g(elementos do corpd) representam as projecoes do veltcmos vetores
dabaseQHiQ AQ que é a representacéo vetor=|= nessa bas@ortantoa representacao de
um vetor depende da base escolhida
Um conjunto den vetores "1 il A1 FE A1 é dito serlinearmentaéndependentsea
Unica solucamao trivialpossivel para a equacao

AT O1T ®1 E ®1 =
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ford ® w E @ TmEclaroqueasolucdotrividl "I E "I mtambém
satishz a equacdo. Mas, esta solucdo ndo nos intersssasignifica que nenhunetor do

o e s v e

conjunto I hl hl hE hl pode ser representado pela combinacéo lineadetosis Por ou-

MY N v

a base representacaip vetor na base escolhiddinica De fato,suponha que o vetdrtenha
duas representacdes diferentes com 0s mesmos veddrased-dimensional
T OQ ©Q 0Q E 0Qel &2 & ©Q E oQ.
Subtraindo aegunda equacéo da primeira, obtemos
O O ® O O v E ® oQ

Como os vetores s&o L.I., concluimos que &, ®,E,® & e, portantoa repre-
sentacao € unica
Exercicios

1) O conjunto de vetores  plrdp h ¢t é basedosa ?

2) O conjunto de vetores  pip hip é umabase do s ?

3) O conjunto de vetores phthtip h¢lp é umabasedosa ?

4) Encontre uma base para o conjunto de matrizes simétricas de ordem 2x2
com entradas reais.

1.20PRODUTO INTERNO

Dado um espaco vetoriglsobre um corp&, o produto interno € uma funcdom uma
operacadinaria queatuandeemdois vebres do espach retorna um escalaou seja,
FRGO O U
OO a
de tal modoquedados quaisquédrés vetores! =|43+|—ﬁ{'ﬂ Oel| R ~ 0, valem os seguintes

axiomas:

) o0 meoHHO m + mn A A APoditiRkollimidy

____________

componente
Estesaxiomasforam definidos de acordo com a convengéo da fisica. Em matematica, a

linearidade @eralmentalefinida raprimeira componenteSe o espacgeetorialpossui produto
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interno, ele € chamado despaco vetorial com produto interrmu espaco de Hausdorfu

espaco pé-Hilbert. O produto escaladefinido nos é um produto interndExpressandos

vetoresaebna base candnicado d'Q plimtAiQ  mipiQ  rimdp |, temos que
+ 0Q ®Q ovQed ©Q 0Q vQ.

Observe que

. o~ T s v, T o,y pi > T
QN NsQwei pPWei wE i e “Tc
Logo,
+o} ®Q ®Q O®Q 20Q BQ BOQ GO'Q A0
R
(1.103
Mo QM AR AIAY:
h h

Em (1.103, definimos uma nova entidadtiamad delta de Kroneker # que édefinida
como
g Pi®D
T ' Q
O conjunto de vetoreDHQHQ forma uma base ortonormab i . Essa ideia pode ser es-
tendida de modo similarpara os
Para o caso de uespaco vetorial complexde dimensam, é mais facil trabalharmos
com a notacéo de DiraEm analogia com o conjunto de bas@$QhQ nos , vamogdefinir
NoE o conjunto de vetordetsou simplesmentkets SGcom’Q plelotE . Vamos assumir
que esta base é completal sejaqualquer vetor kegXipode ser representado como combi-

nacao linear da bas@}
e SRR s AY: (1.104)

Nessa bas@ualquervetora fica completamentdeterminado pela matriz coluna formama
los coeficientesd da expansade $Xina bass@Q
&
o g
W
Dado o espaco vetoriéd, podemos definir o espagetorial dual de E de tal modo que
a cada vetor ket¥icorresponda, biunivocamente, a um vetgque vamoshamalo deBra.

Geralmente, denotamos o espaco vetorial dudEp@ vetorbraé dotido fazendo dransposto
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conjugado do vetor keBortanto,0 vetor abstrato bra € um vetor linha em tpdas as suas
entradas da representacdo matricial foramadas complexo conjugado, ou seja,
+  GhSERS 8
O simbolod (adagd significa que foi tomado wansposto conjugado eleNa notacadraket
o produto interno do vet@com o vetoib é dado por

~

AR o) Ny o + -H_ (I)ZI’[I)ZFE FIE

O] o Ea1Ex

Note que

vz

€ sempreuma quantidade real e positiva e correspondgiadrado danddulo do vetoa:

Como o espaco dual E é um espaco vetorial, € naturalrdedmuma baskbra 0Q de
tal modo que qualquer vetor bpassa ser expresso commmbinacdo linear dos vetores da
base bra, ou seja,

(03 o 08 (1.105

O produto internd@gXpode, agora, ser escrito como

CooR W aQ wsQ o 0908

A

Para que este produto interno fique equivalente a defifd¢Ea3), devemos ter
aga

ou seja,

~

CloR o5 ogan A AR @ 08

A A

Em resumo, podemos dizer que o vetor&sté representado por uma matriz colana
e o vetor braus é representado por uma matriz Iin=|qa e o0 produto interno é exatamente o
produtodas matrizes das suas representa¢@@s determinarmosjaésimacomponentalo

vetor B multiplicamos & esquerda peletor d@da base bra:

56



0s@ aQan 10 ® (1.106)

é}i
Q3
©

asa 3 0Q s@ ¢ 9@ ) w8 (1.107)
Usando(1.106) e (1.107) em(1.104) e (1.105, obtemos

L QT SR w8 (1.108

e Gie  KEdile &n  Hes (1109

Estes resultados sugerem que devemos ter

R (1110

Estaentidadeé muito importante na derivacdo de muitelacdes e € chamada mdacio de
completezau relagédo de fechamentpois ela nos difjue os vetoresadbase formam um
conjunto completoNa verdade(1.110) representa uma matriz identidaale operador identi-
dade No caso particular de trés dimensbes,com 0s vetores candnicos

prnrmhmnprhnmp temos:

P L LIS p T T
S m pmm p TIPpT T TITIP TP T
s T P T T p

1.22INORMA

SejaOum espaco vetorial sobre um comporeal ou complexdefiniremosanorma
de Ocomo sendaima funcao
AXJOO 4
gue obedece aos seguinteomas:
) A& meAle m 1 m!ITINO
i) MlE $ LIEVINOel N U
i) £ "1& A& A1 & 7R~ O(desigualdade triangular)
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Portanto, a norma toma um vetor do espaco vetorial e 0 associa a um escalar positivo
(3 ). O conceito de norma esta associado, intuitivamente, a nocao de distancia geométrica
entre dois vetoredlem todo espaco vetorial possui norivas, se 0 espaco vetorial apresentar
norma, entdo ele ser4 chamadaedpaco vetorial normadee sera denotado poOEZE . Se
0 espaco vetorial apresentar produto interno, entdo podemos ter a norma ipelozmiaduto
interna Seja, por exemplo, o produtderno (ou escalagosvetoresv ew definido por

131 AleEl moé B —

Agora, se€l 1, entdo temogue’l J1  £Al&£1&» énthou seja£l&  WTJI. Portanto, se o

espaco vetorial tiver produto interrentdo sempre teremos a norma dada por

£lg  TINIG | 7Iv 08

1.22ESPACO DE HILBERT

O espaco de Hilbert € um tipo especial de espaco vetorial. O espaco de Hilbert apresenta
todas as propriedades de um espaco vetanithariocom mais algumas propriedades carac-
teristicasMatematicamente, definimos o espaco de Hilbert como sendo um espago vetorial
compl et o ( fis eproddiounteencem@niajnduzidaipelo produto interno.

Alguns autores ainda exigem que o espacHithert (= ) deva serseparavelUm con-
junto é separavel sssui unsubconjuntoenumeravelcontavel)e denso Um conjuntod é
contavel ou enumeravel se existir uma fun§anjetora do conjuntod a algum subconjunto
dosa TipigiofE . Se além disso, a funca@for sobrejetora portantobijetora, ja que é
injetora,entdoo conjuntod € um conjuntacontavel e infinitq ou seja, tem a mesmardina-
lidadedos=s. Por outro lado, dizemos que um conjunté dens@m um conjunt@ , digamos,
se6l 0, ondedldenota decho ded, isto é, o conjunto de todos psntos aderenteded.

Disemos ainda,gue o espaco de Hilbert é compldsto quer dizer que todeequéncia
de Cauchyé convergenteUma sequéncia® g € de Cauchy see somente sé,- T1h
m¢ N wtalquesed e & ¥ ®S -.Portanto, em uma sequéncia de Cauchy, a
distancia entre dois termos consecutigpsoximase de zero no limite em que e ¢ tende
para infinito.

Os espacos de Hilbert podem derdimensdefnitas ou infinies. Como exemplos de
espacos de Hilbert de dimenséo finita podemos gitae etc.como exemplo de espacos de
Hilbert de dimenséo infinita, podemos citar o espaco das fun¢cdes com valores compéexos

draticamente integravéb). Neste caso, podemos definir o produto interno por
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(} (l)F%od)O’ o’ (b%o(l)'Q(]@ QQES‘QO 8

Em mecéanica quanticaxigimos que a integral seja finita para que a funcado de onda seja nor-
malizavel.Dai a restricAdale que as fungbes sejam quatraticamente integr&a@igxemplo,
o produto interno

QK O NQ Q® Q& QW QO ®

Portanto, ndo poderiamos usar essas funcdes na mecanica gpéargiogproduto interno nao
existe.

1.230PERADOR LINEAR

Um operador é uma entidade mateméticdd  'O) que atuando a esquerda de um
vetor ket3Xiv ‘Oretorna um vetoket SN ‘'O, ou sejal ¥ L De modo similar, quando
o operador atua a direita de um vetor bra produz outro vetditlgra: 653
Como o vetor ket €, por definicdo, uma matriz coluna e o vetor bra € uma matrie nha

operadotinearé representado por uma matnzo faz sentido escrevermgst' ou ' oi%

Estas notades @0 e " 0® sdo notacdeproibidas. Uma outra notacdo que também &do
permitida é ¥xiiou WELs Note que

5

(TN N

EmEE
S ™ E1Ex

Este produto néo faz sentido.

Em mecanica quantica, estamos particularmente interessados nos operadores lineares

ou seja, operadores que obedecem ao seguinte axioma:

VGl TR | gl T O giiparal KN OAI A v 0.

Exemplol. O operador diferencidl) ‘Q oé linear, pois

0 g O QW
Q6 T =56 | oo

Exemplo 2 O operador integral é linear, pois

| @ T " Qw | MQw| MuOad
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Exemplo 30 operadol  nao é linear, pois

I | D | Qo I Qs

Um operador linearque representa uma transformacéo linpade ser representado
por uma matriz fica completamente determinado se conhecermos seu efeito sobre os vetores
da baseNo s , por exemploa matriz queepresentara operador serd uma matgz ¢, ou
seja, uma matriz do tipo
0 W
" &b
Se quisermos determinar a matriz que representa o operador, basta conhecer o seu efeito sobre
os vetores da base. Por exemplo, suponha tpasertonormalseja LI e que
Agora, suponha que a representacéo dos vetiilesuiisejam dadas por

p ” T
W A ax 0
Logo,
R 7o (;’) (I) P Tt (;4) TT
Lo L 50 - o b
e
TR=3 e\ (Z) (:) Tt P (I) p
Lo & p - o o
Portanto, a matriz que representa o operédua base LN é
1 Tt p
p m

Dada uma basertonormal SQ, temos que
O operador pode ser escrito usando o formalismo braket.
onde os vetorezfie Llescritos na bas&@ sdo dados por
| I
e ey | A T T
I & ot
| I

Aplicando ooperador no vetorgiY; temos

é
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N o &y
1 1 E 1 | A 7‘, T
| " 1 E 1 | r:w' I I
W s 8 & & X & (1.111)
1 1 E 1 | (’7 e & T
u |
o4 o
Portanto,
T “1 8 (1112
O vetorgiiescrito na bases@ é dado por
w1 (1113
Usando(1.112 em(1.113), obtemos
S QLIRS &4 o uo Sﬁ H uo sﬁ (1114)
ComoxXt B | s@ entdo dQx Substituindd em(1.114), obtemos
[IK=%¢s 1] E e ’ﬁ 1 ﬁ‘f A 1] 'w A
SO ﬁ Qe ﬁ SQu : SQ 8 (1115

N&o se esqueca qi&X (escalar) e os escalares podenultiplicar os vetores tanto pela di-
reita quanto pela esquerddemos @ncluimos, portanto, que o operadana notacao braket

€ dado por

1 1 S’ﬁ'f Q?)

- (1.116)

Esta notacéo fegentido, poi8 j * S@Q com entradas , ao ser aplicado a um outro vetor,
resulta em um novo vetdPor exemp, vamos considerapor simplicidadep espacale di-
mensao trés. Logo,
©u gtife
A
v Ppips v Pors v Poos v LUps v KOS
voxoog v wps v wULg v P03
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P P P
" p MM “omm TP T L [ £ S o
Tt Tt Tt
Tt Tt Tt
I_IppT[T[ IIpT[pT[ IIpT[T[p
Tt Tt Tt
Tt Tt Tt
"M op MM "o M op T L S L S | o)
p p o
p M T T p T T 1T P T T T
S O L 1 " T " T T “op T
T M T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T
"o op T “oom TP L L L 1
T T T T T T p M T
T T T T T T
L L L 1 UOmTmT
T p T T T P

que é a representacéo matricial do operadua baseandnica o dgod . Mudando a base
mudaa forma matricial do operado@s elementos da matriz que representa o operador
podem seobtidosmultiplicando (1.116) a esquerda padii Se a direita po & obtemos os

elementos da matriz que representa o operador

TR Uy SR a 1] 1]
aveg v o SQE v 1 9 8 (1117
A A
Ou seja, os elementos da matriz que representam o operador sdo dados por
E aves (1.118)

Usando a relac&(l.116), vemos claramente que a aplicacdo do operador sobre um

vetor resulta em outro vetoomo esperado

~

s@oh (1119

A n

) 7 TG T 0 y B\ 16 T e y h, 167 T 0
u v SER saden s8n Ay

h h ]

Qu
Q

onde fizemos

O operador' aplicadoaum vetor brads resulta em outro vetor bra:
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Ky v &EiQ v EEQ dQ &

onde fizemos

W u &l’ﬁ’ﬁg

1.23.1 Transpostodo operadorna notacéo de Dirac
O transposto do operador

1 1l S’ﬁ'{ Q

€ dado por

1 " HS’wQ| C) Tl gﬁi’g

i i (1.120)

Na transposi¢ao de operadovssindo a notacdo de Diraocé troca' ' Ou VOCé troca

sSWQ S@IQ masnunca os dois a0 mesmo tempo.

1.23.2 Complexo conjugado do operador na notacéo de Dirac

O complexo conjugadalo operador é dado por

" " e (1121

1.23.3 Operador adjunto ou conjugado hermitiano

O adjuntoou conjugadoHermitianodo operador é definido por

1 u’ S’ﬁ'f@ u’ é"@@

i i (1.122)

1.23.4 Operador hermitiano ou autoadjunto e antihermitiano

Por definicdo, um operador linearé hermitiano ou autoadjuntose o operador for

igual ao seu transposto conjugado.

1 1 8
Exemplode operadohermitiano:
a) , , mpe
p T
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m Q
b) ” ” IQ _r[
c) . ” p T
m p
Por outro lado, dizemos que um operadanghermitiano se" v 8

Exemplos de operadorastihermitianc.

Q ¢ 0

a) v c Q0

1.23.5 Relacbes uteis

a !" "o
by 1s@ &9
c) Sev v (hermitiano), entdio" g LB g s

1.23.6 Mudanca de bases

Dado um espageetorial, como vimos, sua base ndo é Urimdasduas basessQ e
$ 0 de um mesmo esgo vetorial, gostariamos de saber qual a relacdo entre a®\quis.
vamos representar a primeira base pelas letras latinas e a segunda pelas letr&sigostyes.
que as duas bases sejam ortonormais, oud@§®, | ed $ & | .Além disso, vamos
supor que elas sejam completias, B SGIQ eB gds .Comoabases@Q é com-
pleta, entdo podemos expressdo qualquer getocomo combinacéo linear dos vetores da
base s@, ou seja,

s gb s sa  s@@a  gdvy Selp (1123

ondedefinimos 0@ ak Y i . Agora, como a bases & também é completa, entdo
podemosexpressar qualquer vetor da bas@ como combinacéo linear dos vetores da base

$ a, isto é,

sa a8 sfisg@ gasa gsaQa g avY

(1124
san 8
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Aqui, fizemosd @ d@ & Y 1§ . Como definimos a matrii usando(1.123),

temos quél S@ Y , ousejafl @ Y . Usando a ortonormalidade das bases, temos que
| ode desm  dedasa A A AR 8

Portanto, 11 .Agora, comecando com d $ G temos

! d¢a Gsga GeAIQG dQdAdQa Y Y oA

nn 8
Concluimos portanto,que N f. Ou sejaa matrizfy é unitaria, isto é i n .Este
resultado € muito interessante, porque mostra que duas basesmds estdo relacionadas
por uma transformacao unitaria de acordo ¢bt23). Os elementos da matifizsdo obtidos
fazendo o produto escalar entrevetoresdas duas base§@ & Y N
Considere novamente o operadoiSeja a matriZEa representacao do operadona
base SQ e a representacdo do operador na basé. Consequentemente, temos

(1.125
1g g0 §élg "o S8 QS

ug d ug & gois vsa  gar v $ om (1.126)

Agora, gstariamos de saber como estas duas matrizz¥estéo relacionadallote que um

elemento da matriz pode ser escrito commg | vT .Logo,
m | v 1 | Bs@igB &iQf
d saQ "aJQ a Yo Y AR "E A
m nooEf (1.127)
Em notag&do matricial, temos
N "ER (1129
Multiplicando (1.128) a esquerdo paf e a direita por] , obtemos
E N0 (1.129

Portanto, as duas matriZ&e estdo relacionadas por utnansformacéo unitariakste re-

sultado é muito importante na quantica, pois sempre podemos encontrar uma transformacao
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unitaria que transforma um operador hermitiano ndo diagonal nag@sem um operador

hermitiano diagonal na basg @, ou seja,

m 17 (1.130
7 n E 1
T E T
nEn § & E &
n n E ]

1. Encontre o hermitiano conjugado ou adjunto do operador constante & ®.Q
Resp.:Sell @ wtbmdfoN a,entdo 0 & »©'Q

2. Encontre o conjugado hermitiano do operador T T
T ew

%o — %: 6 ‘Qm % e 0 | OO0 %8
) T o T o )

Na obtencdo da segunda desigualdade, usamos integragdo por parte. O termo
% e W é nulo, pois as funcdes de onda %.w e ¢ w sdo nulas no infinito.
Portanto, o conjugado hermitianode 1T o 1)1 ®

3. Encontre o conjugado hermitiano do operador

e p Tt
(§] ‘Q p 8

g P O

m p
4. Mostre que o operador identidade € hermitiano.
p T
m p
5. Mostre que o operador dado a seguir é antihermitiano.
" Qn
m Q
" QT " Qn QT ug
mn Q T Q mn Q

6. Mostre que o operador momento NHE& hermitiano.

: o |
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Sejam * ® e %o dois vetores de um espaco vetorial linear:

"QTT_J) @ %o ¢« ® "@TT—Q %0 () ) TT—w Q %o

R S ST S S VP S SV
ooT(b@/oooo W Ta@/oow W @T dé)o(x)

Portanto, nHu nHLogo, Nk hermitiano.
7. Mostre que o operador T jT w é hermitiano.

! T _

T(b.d)%cd) '(JL)TQ) %0 .(dek)(b%ow
S R S S
e W T(bT(bA’ow -ooT(bAoooS
8. Mostre que o operador = € hermitiano.
. 0 %old D T e D% e 2T B %
CaT w CaT w
° W Cgé—TT? (Jt) %0 (0 e ng_TTT W %o W
O (JL) = %O(b 8
Portanto, = = .nt

1.23.7 Autovalores e autovetores

Vimos que quando um operador linear atua em um vetor produz outro vetor no mesmo
espaco vetoriakdO Oouvdd  O.lIsto é,

. i
Existe um caso especial em que o efeito do operador sobre o vetor é apenas multiplicar o vetor

(1.131)

por uma constant®u seja, o operador apenas esticamcolhe wetor:
uga 1 ga (1.132)
ag 1 ds (1133
Neste caso, chamamos as constantes] ° deautovalores os vetores e d Sdeautove-

tores
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1.23.8 O valor esperado de um operador hermitiano é real.

Sejaum operador hemitian®* @ uma funcdo complex& valor esperaddo opera-

dorv édadopore w "2 w .Como" éhermitiano, atdovale aigualdade “ .Logo,

z

4
e W'Y W e " 2 W e W"? W 8

Portanto, o valor esperado ou valor médio é real.

1.23.9 Os autovalores de um operador hermitiano sao reais

Sga' um operadohermitiangisto € * .Logo,multiplicando(1.132) a esquerda
por @ se multiplicando(1.133) a direita porg Ge subtraindo a segunda equacéo da primeira,
obtemos

Gg¢d 1 dsga

Ggr g8 1 °Gsa
nmo1 1°dGga o (1.134
De acordo com os postulados do produto interno, temo§ gue Tt Portanto, devemos ter

z z

1 1 m ] 1

1.23.100s autovetores @ um operadorhermitiano sao ortogonais

Sejamg Ge$ adois autovetores de um operador hermitiar®@ ' ). Logo,
"$d 1 ga (1.135
dg 1°Gs (1.136)

Multiplicando(1.135) a esquerda par se multiplicandg(1.136) a direita porg 0e subtraindo

a segunda da primeira, obtemos
Ggsd 7 dga
dg s 1 dsd

nm 1 1°d&sga
Ou seja,

1 1 Gga m8 (1.137)
Aqui usamos o fato de qué 1 , pois os autovalores de operaddresmitianos séo reais.

A partir de(1.137) concluimos qué $ & Tt (ortogonais)se 1 (autovalores néo de-

generados)
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1.24A FUNCAO DELTA DE DIRAC

A funcao delta dd®irac, denotada pgr @, € uma funcao bastante estranhaigor
ndo podemos considel& como uma funcédo, pelo menos no sentido usual da defide&ado
funcdo. Afuncdd w w é definidacomo

H i

L O w
TWw O g i

e (2.138
1 ® ®w Qw p
Vemosqueembord ® w nao seja bem definida sua integral éA integral da funcéo

delta de Dirac funciona como se fossefilimo de fungdes. Por exemplo, s&azw umafuncéo

bem definida enw . Entéo,
QW] ® ® Qw Qw 8

Ou seja, de todos os valores'@ev , a integral seleciona apenas o valof@de® quandow

.
1.25CONJUNTO DE FUNCOES DEBASE

1.25.1 Funcdes de base d8later e gaussianas

Veremos, adiante, que na formulagddRd®than,0os orbitais monoeletronicos séo re-
presentados como combinac¢des lineares de funcfes ddNbageitica as funcbes de bases
maisusadas séo func¢des de bases do tipo Slater, gaussiamadas planasis funcdes de
basedo tipo Slater sdo inspiradas na solucdo da equacao de Schridiregeratomo de hi-
drogénio.Essas fungbes apresentam o aspecto geral

% iy 0owaQ h
onde%orepresenta a funcéo de baeé a constante de normalizacao; as laifdisei repre-
sentam o momento angul&@or exemplo:s§ 1 i 1, entAdkoepresenta um orbital do
tipoi.Sen pAn { 1 entAddrepresenta um orbital do tipp. Sery i TAR  p,
entao%orepresenta um orbital do tipp, e assim por diant® expoente- (letra gregazetd
controla a largura do orbitaValor grande de- produz um orbital estreit&nquantaum valor
pequenale— produz unorbital difuso, ou seja, um orbital com decaimento exponencial lento

A Tabelal.1 mostra algumas func¢des de base do tipo Slater.

69



Tabelal.1l Funcdes de base do tipo Slaepresentadoalguns orbitais &micos.O expoente- (zeta)é otimizado
previamenteom a intecdo debter a menor energia do sistefaepresenta a distancia do elétron ao
ntcleo.l representa a constante de normalizacéo.

Orbital n n i % -h
i ] T T 0Q
n P s 13 0 ®
M b p s 0 @
n m s P 0@

Q p p T 0 OO
Q o T p 0 0Q
Q m p P 0 WQ
Q G s T OwQ
Q ] C T 0w Q
Q T T G 0dQ

Sabemos que existe apends orbitais ‘Q que, geralmente, sdo denotados por
Q ,Q,Q ,Q eQ . Estes orbitais sdo conhecidos como orbitais de momento angular
puro.Embora, na verdade, ndo sejdvtas, em termos praticos de programacao, é melhor tra-
balhar com 6 orbitais do tipQ isto €,Q ,Q ,Q ,Q ,Q eQ .Os resultados obtidos

usando 5 ou 6 orbitais do tiffdsao bastantes similare3s orbitais do tipo Slater fornecem
excelentes resultados nos calculds.entanto, as integraggie aparecem nos calculos mole-
culares sadificeisde serem implementadesmputacionalmenté®or este motiva;. S. Boys
propds,nos anos 50, as funcdes de bgamessianano formatocartesianptal como a conhece-
mos atualmenteéAs funcdes de base gaussianas sao muito mais simples de degradis,
mas nao sao tao eficientes quanto as do tipo SkafEabelal.2. mostra yumas funcbede

basedo tipogaussiana

Tabelal.2 Funcdes de base do tipo gaussianas representando alguns orbitais atdmicos. O egputenieado
previamente com a integdo de obter a menor engagéacsistemai representa a distancia do elétron
ao nlcleol) representa a constante de normalizagéao.

Orbital & a B % | A
i T T Tt 0'Q
n P s s 0 @
n s P s 0 o8
n s T P 0 @
Q p P T e
Q P s P 0 0@
Q m P P 0 0aQ
Q G 1 T 0w'Q
Q T G T 0w'Q
Q T s C 0aQ
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Para sistemas moleculares, as fun¢des gaussianas estao centradas em ditenasieNeste
caso, a fungogaussianacentrada no atomm, por exemploassume o seguinte formato geral:
% |hichh 0w @ ® & d a Q *™nh (1.139

ondel representa a constante de normalizag&o denota a posicdo do atorao

Como as fungdes de base do tipo gaussiagdo menos eficientes do que as fun¢des do
tipo Slater entdo devemos fazer combinacdes lineares de gaussianas para represeioas
caodo tipo SlaterQuando usamasgaussianas para imitar uma Slatlmotamos esse arranjo
por

Y'Y0 € '®
Por exemplose usarmos 3 gaussianas papesentar uma Slafentaacdenotaremoa”™Y Y0
o'Opor
%o > %o | %o | > Q%o | h» h
ou seja, usamos trés gaussianas para representa¥ \ilde usarmos 6 gaussianas para imitar
uma Slater, entdo a denotaremos Y60 @'Q ou seja,
% > D% | > D% | 0% [ Q% | > 0% | h»
0 %o | h» h

Usaremos esta notacdo mesmo gue a gaussiana sejddqranagyaussianas contraidas, isto é,
% (o 0 O ® © © @ ¢ Q *™=nh

onde a funcaéo | h» é, na verdade, formagiela combinacao linear d@gaussianagO)
acrénimod "O"¥a)i g n iCdniractedGatissianTypeOr b i .tEssh ammbinacao linear é cha-

mada de gaussiameontraida. 6 "O"Yaignificaorbitaisdo tipo gaussiano contraidos.

1.25.2 Tipos de conjuntosde fungdes de base

Em guimica quéntica, encontram@sios tipos de conjuntos de base uso rotineiro.
1) Conjunto minimo de funcbes de basesase apenas uma funcéo de bESEQ GTO,
CGTO para representar o orbital atdmico.
2) Double-zeta quando usamos duas fungbeddse para representar um orbét@imico
3) Triplo-zeta quando usamos trés funcdes de base para representar um orbital atdmico.
4) Quadruplozeta(QZ): quando usamos 4 funcdes de base para representar um orbital
atomico.
5) Quintuplo-zeta(52): quando usamos 5 funcbes de base para representar um orbital

atdbmico.E assim por diante
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6) Split-valence quando usamos 1 funcdo de base para representar os elétrons do core e
conjunto de base maiores para representar os elétrons de valéncia.
Exemplos:
1) Conjunto minimo de fun¢des de base para o atoméde
O
pi ¢ %o
Neste caso, usamos apenas uma funcao dédbapara representar a funcao de onda.
2) Atomo de 6. O atomo de 6 carbono apresenta a configuracdo atdémica
pi hcihgn fery hen 8A funcéo de onda para o atomo de carbono usando o conjunto
minimode func¢des de base sera dada por
© W% Q% % O% Q% h
ou seja, usamos uma funcéo de @ cada orbital atbmica constrgdoda funcao
de onda.
3) Atomo ded usando a base doukteta Neste caso, vamos usar duas funcdes de base
para cada orbitatomico, ou seja,
W% QO%E 0% O%r 0% O%e 0% %
0% O % 8
4) Atomo de 6 usando o conjunto de badeublezeta splitvalence Para este conjunto
defunc¢des de base, usamos uma funcao de basegaelétrons do core e duas funcdes
de base para os orbitais atbmicos de valéncia, oussiejacdo de onda sera dada por
c D% Q% O%Ee 0% O%E 0%  O%e 0%
W% 8

Portanto, neste caso, usamos 9 fun¢des de base.

1.25.3 Conjuntos de fun¢des de bassplit-valence de Pople

A nomenclatura adotada por John Pople para denotar o conjunto de fungdes de base
doublezetado tiposplit-valencesegue o padrédo dado pela férmula
0 & &
ondel denota simerode fungdes gaussianas contraigsedas para representar cada funcao
de base dos orbitais atdmiais core eletrbnicdJsasedoublezetapara os orbitais atbmicos
da camada de valéncibeste casc representa o nimero de gaussianas contrafiasa
primeira zeta € representa o nimero de gaussianas contraidas para a seguriRiartzstin,

um orbital atdmico do coreletronico poderia ser descrito como
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%o Q% | h»8
Enquanto que os orbitais de valéncia poderiam ser descritadigemos,
%o O O% | e O 0% | h»8

Aqui,% | h» representa a funcéo de base do tipo gaussiasaconstantes e ¢ sdo 0s
coeficientes das combinacdes lineaR®. exemplosuporhamos que desejassemos escrever
a funcdo de onda para o atomo dé usando o conjunto de base de Pgplec 0O primeiro
passcseriaescrever a funcédo de ondam termos das funcdes de base do tipo Slateseja,
c > Q% > % > D% > ©% > % >
D% > Q% > D% > D% —d»

Em seguidasubstituisecada funcéo a tipo Slaterpelas respectivas combinacgdes lineares de

gaussianas
e »
&) Q% | h» &) Q% | h» W% | h»
) 'Q %o | hy» 0 %o | h» ® 'Q %o | h»
W% | > O Q% | h» W% | h» 8

Portanto, teriamogpara 00, 9 funcdes de base22 funcdes gaussianas primitiv8&gusasse-

mos o conjunto de fudesde basep o p"Ppara o atomo de, emtermosdé&Yy"Y s, t er 2 amo
c > % > D% > % - D% — > % e
0% —h» % —h» 0% > O% —h»
Q% —M> % > O% - O % - h»e8

Em seguida, substituimos cada funcéo de base dovtiygpor combinacgdes lineares de fun-

cOes de base do tip@”"Ypou seja,
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@ Q% | h» @ Q% | h» W% | h»
W% | > Q% | h» W% | h»

W% | > Q% | h» W% | h»

W% | > Q% | h» W % | h»
W% | h»8

Para melhor descreverdirecionamermte ofluxo eletrénico nas ligacdentre atomos
com diferentes eletronegatividadeaecessario adicionar ao conjunto de Hasedes polari-
zadasFuncoes polarizadas sdo funcbes de base com momento angidado que aqueles
dos orbitais atbmicosreencidosPor exemplo, no caso do atomo de hidrogémimaior mo-
mento angular & T, que corresponde ao orbital atdmio Neste caso, adicionamos uma
funcéo de base com montermngulai  p, ou seja, um orbital. No caso do carbono, o maior
momento angular observad@é p, que corresponde ao orbital atbmigd\este caso, adici-
onamos uma funcao de base amm¢, que corresponde ao orbital atbmio

No caso de sistemas que possuem elétrons fracamente ligados, como no caso dos anions
e atomos muito grandes como, por exemplo, Braedescricdo do sistema melhora com a
adicao de funcdes de base que possexpoentes pequenos. Isto permite o egjamento da
funcdo de base que permite a descricdo de elétrons que estejam distantes dos 18esleos.
guindoa notacao de Poplpodemos escrever

0 ¢¢&¢ 00T @ ¢t Nl k]

Quando usamos s6 um sinal deignifica queadicionamos fun¢des difusas somente nos ato-
mos pesados. Se usamos significa que adicionamos funcdes difusas tambénhitvegé-
nios. Quando usamos s6 u@ significa que usamos fung¢des polarizadas somente nos atomos
pesadosQuando usamosA@ significa que usamos funcdes polarizadas também nos atomos
de hidrogéniosComo exemplo, vamos colocar fun¢des polarizadas e difusas no atomo de car-

bono.Sabemos que a configuracao eletrdnica do carb@hbcéher) hen Fgry . A funcéo de

onda do carbono usad conjunto de funcdes de bage o p "OQ seria dada por
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« > % > D% > % - D% - O% e
W% —h» % - O% > % —h»

W% —h O% > O% - % —he

W% > D% > D% > D% e

~

O % - O % w8

O sobrescritQem— significa que o expoenteé bem pequeno para permiue a funcéo
de base possa descrever elétrons distantes dos nacieesa, representa aqui fungdes difusas.
O passo seguinte é substituirfaacdesdo tipo%. por combinacdes lineares de fungdes

gaussiangu seja,

) Q% | h» ® Q% | h» O% | d»

O% | h»  ® Q% | h» O% | d»

O% | > ® Q% | h» 0% | d»

% | O Q% | h» D % | d»

@ %o | h» @ %o | h» @ %o | hy»

D% | h» Q% | e O % | b O % -»s

Portantoa funcéo de ondpara o &tomo de carbomgando o conjunto dencdesde base 6
31+G(d)temum total de 19 funcbes de basencdes do tipo Slateg 32 fungdes primitivas

(funcdes do tipo gaussianas)

1.26SERIE DE FOURIER

Sem medo de errgppdemos afirmar que entorno eventa porcento de todos os fe-
nomenos estudados pela fiseshio de certa maneira, envolvisl@omvibragbes ou algum
tipo de ondaComo exemplos, podemos citar a acustica, mecéanica dos flaldvemagne-

tismo,raios X,mecanica quantica, teoria da informacdoBoclosas funcbes que representam
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taisfenbmenos podem ser adequadamente repressnisando séries de Fouriktais preci-
samentese

Qwd © A
for umafuncéo periédicade periodag, integravel e absolutamente integravehtao Qw

pode ser expandida em uma sérié-derier, ou seja, uma série @dessenog senoslo tipo

w R ¢ I ¢ IR G ¢ RO G ()
Qw — WWE b wi Q& WWE Wl Qe
C 0] 0] )] )]
A p] 13 Al b 13 (114®
= w w v, £ W ., £
E ? WwWeE 1—0 wi QHD h

onde® , & e sdo os chamadae®eficientes de Fourie© processo de obtes coeficientes

® e®, que sdo as amplitudes dos harmoniegl.140), é chamado danélisede Fourier.

Do ponto de vista pratico, analisede Fourier é extremamente importante, peim geral,
medimos experimentalmente o siffato e queremos saber quais os harménicos que compde
o sinal.Para determinarmos os coeficientes &> e & vamos usar os seguintes resultados
sobre integrais trigopnométricas:

1 \ 7 \

£4 w a“ w T OA

T g Ja 2 3, AY ‘8
WEHH— WE —— Qw : .
0 i) OA ¢
8 13 (‘L);, ) ’d 11 (‘L),
i Q&— we¢ IT Qw T
. “8 [13 w . ‘d “ d)' . z .
i QE— 1 Q&=— Q& 1 QA £ (1.247)
0 0 OA ¢
i QET Qw 11
é “

cI)suTQoo yre)

O coeficiented pode ser determinado integrando ambos os lad@k &) no intervalo que
se estende de0 ai:

Q' Qw ?’Qw

w 08

Consequentemente, temos que
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Multiplicando (1.140 por

n o

uma férmula para os coeficientes de Foukidf s, ou sej a,
e p nQ N o r‘ . (l,)Q (E 1 F(F&)_FE 8
W ~ WWE H— €
5 5 p (2.142
De modo similar, multiplicand@l.140) por
| QST h

e integrando sobre o intervalpOh 0 , obtemosimaférmula para os coeficientes de Fourier

o 6,9U seja,

. G .
& g Q0i 0E— Ode  pRiviiEs (1143

Em resumoas férmulas que nos permite calcular os coeficientes da série derSaiarie

6 2 aeae
0
\ ., £EN @ L
W g Quwé - Qd ¢ pllol (1.149
- p 8 11 (l,) . e n
W 5 Qw i QHO Qd ¢ plloh
Exercicios
1) Encontre os coeficientes de Fourier da furi€io dada por
o Wl 'Q “ @ ) T
w QT w
onde Qw ¢~ "Qw .
RespostaQa — | Q¢ »i M -i Qi E

2) Encontre os coeficientes da série de Fourier das seguintes funcgdes:

a Qw ()

b. Qv “w
c. Qw w mnm w c“
d Qw “ o
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e "6 mi Q “ o 1
' N Q o om
s iQ“ o m
f. Qw p, o~ .
pi Q W T
3) Encontre a &ie de cossenos da funcd@w 3 & no intervalo T . Sugest&ocrie
uma funcao par que contenlm® intervalo T , a funcdo’Qw  w Por exemplo,
ROICTI
4) Encontre a série de semds funcddQw  w no intervalo TH' . Sugestao: crie uma
funcdo impar que contenha, no intervaiti’ , a funcddQw .

1.26.1 Forma complexa da série de Fourier
A forma complexa da série #@urier € de longe a mais usada. Isto porgudgebrala

série de Fourier na forma complexa € muito mais facil ddrgbalhar com senos e cossenos.
we i Qi Q& —

A forma complexgode ser obtida usandofasmulasde Euler, ou seja’Q
DwE i | @OE

e'Q wé i Qi QEom isso, podemos escrever € &e
. Q Q Q Q
wEi ———— A i Qt ———38 (1.145
S ¢Q
Usando as equaco€ks145 em(1.140) e fazende— ¢ “ jd, obtemos
Qw WweE lT Wl QET
o o Q o o Q (1.146
¢ ¢Q ¢ ¢Q '
0o O Q8
Em (1.146) fizemos
— A o — =2
cQ ¢ ¢Q

. W
(L) —_—
C
Multiplicando (1.146) por Q obtemos osoeficientesi 6 & multiplicando(1.146) por

‘(0 obtemos os coeficientesy 6 ,9u seja,
& c% VO TQd & mipRoiER
(2.247)
Tipg fofE 8

P MQOQ Qb ¢

~
¥

qu
As equacdel.147) podem ser combinadas em uma Unica expressao matematica:
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7 p
w

o MQOQ Qd 11 AA mh ph ¢ch ofES8 (1.148

Em resumo, séQw dg © s for periddica de periodol2 integravel e absolutamente integra-
vel, entdo a série de Fourier'@ , na forma complexaode ser escrita como

Q6 ®Q h (1.149

onde os coeficiente®6 s s « 0 (d.546).0As eqpagdeél.148) e (1.149 mostram que
podemos expandir uma func¢@w em uma série complexa, desde que a funcapssgjaica

com periodo 2Lintegravel e absolutamente integravel.

Exercicios .
1. Encontre a série de Fourier complexa de ™Qw Q se “ w “ e
Qw " "Qw e obtenha a partir dela a série de Fourier usual.

2. Encontre a série de Fourier das seguintes funcodes:

a. Qo pi Q* o ™ Qo pi @ ® “
Mo T o m Qe pi@Aa o “
MQw w1 w ¢

®ooo

1.26.2 Integral de Fourier e transformada de Fourier

Podemos estender a expangbt49) para funcdes que ndo sejam periddicas. Esta ex-
tensdo pode ser feita fazendo o periogoh) expandirse para Hh H . Logicamente,

qualquer funcéo néo periédica cabe no dominiebh Hs . Esta ideia pode ser desenvolvida

usando as equacd@sl4g e(1.149. Vamos definir uma nova variavel tal qug € J0.
Logo,
o “j 08
Consequentement&mos que
LR
L ¢"

Com essas mudancas, podemos reescrever as eq(iatd8se (1.149 como seguem:
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(1.150

Q6
6 &= w0 06 W0 08 (1.151)

C
Em (1.151), trocamos a variavel de integragdoara a variavel de integracéa fim de evitar

corfusdo,ja que vamos substitujt.151) em (1.150), ou seja,

=

"Qw Z/'T "Q6 Q Q6Q
5o —
ra Q0 Q Qo O Y h
onde fizemos
P o ~
Ol — Qo0 Q Qo
C
com¢ mh ph ¢hE 80bserve que a Equacéo
Qo o ¥

tem o aspecto formal de uma somaRiemann Quandod © Hb, temos quéy| © Tt Isto

significa que
}J JE O/
ou seja, no limite em qu¢ © Trtemos
"Qw O Q8 (2.152
Em (1.152), a varidve] deixa de ser discreta e passou a ser continua, pois ndo se trata mais
de um somatorio e sim de uma integral. Portanto, podemos suprimir o suhideige
O P QO Q [oX}
c (1.153

Substituindd1.153) em(1.53) e rearranjando os termos, obtemos:
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Q6 0 Q — Q6 Q Q@

M6 Q QoQ Q|

.1 Q Qlh

Qo 1 Q Qlh (1.159

onde

P w0 0o

~ | ]

€ chamada deansformada de Fourietle " Qw . Nao existe motivo para continuarmos usando
a variavel de integracam visto que ndo ha mais possibilidade de confusédo. Assim, podemos

voltar a variavel de integracé@p ou seja,

| Cﬁ VH0 06 (1155

A transformada de Fourier, | , existe quand® for continua por parte forabsoluta-

mente integraveem relacao a variavel

Exemplo 1. Encontre a transformada de Fourier de

- s Q Ok o
2 n OA mnl @ 68
Solucéo.
p e Qo QQ p
q C q Q|

Usando esta transformada, podemos escrever "Qw como

e - 0 Q p .
Qw L1 Q Ql — =
. Q pQ .
Qw — — Q QI8
G Q|
Exemplo 2. Encontre a transformada de Fourier e a integral de Fourier da funcéo
n b A C
QO p WG © WG
T g w b
Solucéo.
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p p j

. — NOQ Qw — Q Qw —— Q .
S _ C i Qg !
p Q! qQ ! [ QI dog
| ] C'Q | 1]
[ QE
Qw L Q Q L2 0s Q Q

Exemplo 3. Encontre a transformada de Fourier e a integral de Fourier da funcao
delta de Dirac.

Solucéo.

De acordo com (1.155) e (1.154), a transformada de Fourierdafuncdo |1 w w €
dada por

L N o 'chc%'g
& @ 1 g c%'g Q Q| g Q Q

Esta representacao da funcdo delta de Dirac € bastante util na mecanica quantica.

1.26.3 Variaveis conjugadas

Nas transformadas abstratas gesenvolvemoanteriormentgusamos as variaveise
« Estas variaveis sdo chamadasvdeaveis cofjugadas As variaveis conjugadasgis dife-
rentesdependenddas aplicacdes. Por exempdon acustica telecomunicacfagsamosa fre-

quéncia’ ) e o tempd0):
Q0 "Q Qh (1.156)

o C% 000 Q8 (1.157)
O uso dog“ tem uma boa razéo, pae’ sao grandezas fisicas que medimos experimental-
mente Os matematicos preferem usad (frequéncia angularpndg ¢" . Na mecéanica
guantica usamos a posic&@ o momentalividido pelaconstantaele Plancknfo como vari-

aveis conjugadas

"Q MDD =0 Q= 1900 h (1.158)

~

O c% D Q= 178 (1.159
Na teoria da difracéo de rai@aisamos a aberturay e o0 senalo angulo de difracéo dividido

pelo comprimento de ondq, i Q& —
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1.26.4 Transformada seno e cosseno de Fourier

Se a funcddQw for impar, entdo podemos escrever a transformada de Fouri@uile
em termos da funcao seno. Por outro ladéQse for par, entdo podemos escrever a transfor-
mada déQw em termos da fungédo cosseno.

Primeiro, vamos mostrar que sio éimpar entdo | também serémpar. Para isso,

vamos expandifl.155 em termos de senos e cossenos usando a relagéo de Euler.

e Y T Y 5- 06 GE T | Dl QL
c% 00 GE T | QL QI QE
p — . L
CT Quwe i | ooé%oo Qwi Q¢ 0@

A integral
QOOET | OQ®

é nula, pois 0 produt®m & ¢ i reppesenta uma fungdo impar, ou s, @ AT O ©
Qo wé i, ea integral de uma funcdo impar sobre um intervalo simétrico em relacdo a
origem é nula. Consequentemente, podemos escrever
2 Qi QE Q&
A - wl Qe (1.160
Como

Q -
Qwi Qg dQQw o Qwi QE JQw | h
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entdo | € uma funcéo impar. Expandindo a exponenciéld&4) e usando uma argumen-

tacdo similar a usada para ob{dr160), obtemos

"QG 1 Q Q) WEi | B QEQ wgQ | i Q¢ wQ|

~ |

Qe 0 i Q¢ SQ (1.161)

~ |

Se substituirmogl.160 em(1.161) vemos que 2 ¢Q ¢ “. Portanto, podemos abolir
a unidade imaginaria tanto gh160) quanto(1.161). Com isso conseguimaspar de trans-

formada de Fourier senpara fun¢des impares, ou seja,

el

Qi QE o w (1.162

al!

Q0 = i Q& &Q| (1163

“ ~

Poderiamos ter usadp“ em apenas uma das integrais, mas optamos por ggarnas duas
integrais questdo de gosto pessdasando um raciocinio similar a este, obterem@sar de
transformada de Fourier cossepara fungdes pargsu seja,

QOKE N GQ® (1.164

"Qm = | AT Oaq8 (1169

1.26.5 Transformada discreta de Fourier

A transformada discreta de Fourier (do inglés, Discrete Fourier TransfDffT) € a
forma discreta da transformada de Fouderumafuncdo™Qw periédica. Por simplicidade,
vamos assumigue o periodo da funcdQw sejac”. Vamos supor ainda que comgiaenos
apenas alguns valores discretos@® que sao, geralmente, coletados experimentalneamte
problemas reais delecomunicacfegrocessamento de images8&ries temporais problemas
de engenharidNovamente, por simplicidade, vamos supor que estes pontosigagimente

espacadqsou seja,
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S O o
Mesmo conhecends6 alguns valores discretos @&w , podemosaproximar'Qw por um

polinémiotrigonométrico complexq w de tal modo que
NOTA TN N ®'Q 0 mipkkFE §  p8 (1.166)

Nosso problema agoéaencontrar os coeficientés de (1.166). Multiplicandoambos os lados
de(1.166) porQ e somando sobr@ devemos somar e néo integrar cdmgiamos feito

na série déourier, pois os valorede Qw sao discretos, obtemos

Qo Q O Q

QO Q ®'Q

QO Q S YO

Qo Q © QO 8 (1.167)

O lado direito de(1.167) é nulosed@ €. De fato,usando a soma ddsprimeiros termos de

uma série geoméetriceemos que

x i
Q Q i p 1 i E i _pp : 8
>
O resultado anterior foi obtido observando que
i Q AT ® a ¢ Qi & ac¢ p8

Agora, sed ¢, en#io o lado direito d€l.167) é 0 . De fato,
a P P p P E p U8

Consequentemente, podemos reescrigveé7) como
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= p
W -
U

Qe 0 (1.168)

Em (1.168), trocamosx poré¢. Usando(1.168) podemos escrevéRa como

~

Qo el ® HQ 8 (1.169

A aproximacao sera tanto melhor quanto maior for o narmpentos coletados usadosna

transformada discreta de Fourier.

1.26.6 Forma vetorial daDFT
Sejaas medidas experiment&® "Qw arranjadasob a forma deamvetor, ou seja,
H "OAOROE AQ 8
As transformadas discreta®lativas a essas medidgedan tambémser colocadas sob a

forma de vetor, ou seja,
H OROROE FQ  h
com as componentes dadas por

~ ~ ~

Q wo "QQ h ¢ miplt

¢

E R p (1.170
O conjunto deequades(1.170 € chamad de espectro das frequénciagois™Q representa a
contribuicace para o sinalEm notacédo vetoriapodemos escrever

"H ¢ H (1171

As entradas dmatriz de Fouriee sao dadas por

Q Q QO 0 h

~ ~

ondet TiphchE A)  p percorre as linhas da matriZe Tiphg
lunas.Expandindq(1.171), temos

Ry  p percorre as co-
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Q 6o 06 o E 0 Q
¥R H0 0 0 E 0 an Q4
Qs A0 0 6 E 0¥ rA Qa (1172
& & &
3Qq O 60 O 0 E 0 Q6Q O

Exemplo de aplicacdo d€1.172): suponha que coletamos 4 medidas, ou seja,

"H mpt w 8omol T,entdo

0 Q Q Q ‘|
Consequentementimos que) ‘Q . Neste casq/1.172), para este exemplo particular
se torna
‘ Qm 6 o o 0 Q@ p p p p m
P - X ; - 0
S p2 p QD (1173
Q 0 0 0 U Q P P P p T
! ’ ! ) Q Q Q
&' Q0 §) §) 0] 0] P p
“QN ot
vy T Y0
v A 117
('Y,‘Qn' ® ( 4)
& Qo tv
Usanda(1.171), podemos recuperas medidasidcretas déQw tomando a inversa de , ou
seja,
H ¢ H (1.175
ondea inversa dé pode secalculadacomo
e 08 & £i'8 (1.176)

Para provar este resultado, primeiro observagques € uma matriz simétricaAgorg seja

€ amatrizdada pog £°, ou seja,

€ € £°8
Um elementdQ de& |, é dado por
Q 0 0° 0O 0° 0 0° O 0° E 0 0°
m Q0
0 Q @

De fato,se’Q Qtemos que
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Se’Q Qentado

VIV a i ‘
> b1

p=

Portanto, € é uma matriz diagonal que pode ser iEB@OMOE U €, ondet é a matriz
identidadede dimenséeg 0.

Em resumo, dada a transformada discreta

Q wo "QQ Q0 h ¢ mipkFER p (1.177)
A transformada inversa sera dada por
Qo 03 Qo Q Qe QT h (1.179
comé¢ riplthE A5 p.
Em nosso exemplo particular, podenapsoximarQw como
Moue ®Q h (1179

com® dado por

.
W —0
0)
Moe 0Q ® O 00 0Q
O-!
T ¢ 1TQ EQ ¢ 1T

1.270NDAS PLANAS

As ondas planas séo definidas como
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% » 0Q1h
onde a constante de normaliza¢dé dada pod  pj Vi, sendamo volume da célula
periodica;y € um vetor da rede reciproca. Desde que as ondas planas formam um conjunto

completo e ortonormal, elas podem ser usadas para expandir os orbitais atdmicos.

1.28TEOREMA VARIACIONAL.

Sejal uma funcdo que obedece as condi¢cdes de aceitabilidade para uma funcéo de
onda, isto €] € integAvel, monovalorada suaderivada primeira e segunda séo continuas.
Neste caso, 0 val@ esperado da energsara sempre maior ou igual a energia verdadeira do
sistema, isto @ 'O, ondeO denota a energia verdadeira do sistema no estado fundamental.
Aigualdade so6 se verifica quan@o k § G ondeg Grepresenta a fungdo de onda do estado
fundamental.

Pam provamoseste teorema, primeiro assumimos que as autofupcdesh E do
operador= formam unabase ortonormal no espaco de Hilbert. Consequentemente, qualquer

funcdg tentativa pdeser representada como uma combinacgéo linear das fungdes deste con-

juntodebase ou seja,

] wg @B (1.180)

O valor esperado da energia, usando a funcao dejondadado por

=T
O 73 (1.181)

Substituindg1.180 em(1.181), obtemos
B& = B & BB &S0l =T BB oG 0s &
B o sB & & BB dod § & BB oG s &
BB &S®O B&®O B GO0 .
BB & B &S B &Sw

ou seja0 O. Nesta demonstragcéo, usamos o fato de que o espectro energético do operador
hamiltoniano= pode ser ordenado, isto@ O O E.

O teorema variacional nos fornece um critgromlerosgoara encontrarmos a energia
de um sistema. De todas as fungdesndatentativagpossiveissomente aquela que se asse-
melha a funcéo de onda verdadeira éé&uoapaz dentrega a energia do estado fundamental.

Portanto, quanto menor for a energia da funcéo de onda tentativa melhor sera a qualidade da
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funcdo de onda. O teorema variacional ou principio variacioqareantoum critério para a

otimizacao da funcéo de onda de um sistema.

1.29UNIDADES ATOMICAS

Na escala atdmica, as unidades no sistema internacional de umédad@® as melho-
res unidades para se trabaldavido as pequenas dimensodes sistemas atdmicodesse
sentido, definimos novas unidades que sédo apropriadas para a escala atiamealas de
unidades atdbmicade tal modo que a equacédo de Schrgeli se torne adimensionBbr exem-
plo, considere a equacgdo de Schroédinger patamo de hidrogénio

0] p p s . s
—n - -
& oo | Wi O ey s (1182

A ideia aqui é fazer uma mudanca de coordenadas de tal modo que no novo sistema de
coordenadaa equacéo de Schrodinger seja adimensianabeja, chufdx © nMA  de tal
modo que
W _fNo _RfNa _i
ondenf Ai representam as novas coordenaglasuma constante apropriadalém disso,
vamos efinir a funcdg de tal modo que
R AR
ou seja,a funcdo[ assim definida é também funcdo déwAd. As derivadas

T jTwh jTw AT jT & nonovo sistema de coordenadas sdo dadas por

01O ARA T A el
To 11 o _fn (1183
Deletando as fungbesel de(1.183) obtemos o operador
T pf
—. T
Tw_Tn
A derivada segunda pode ser obtida como

troTTroToptr o oploptr o plr
T T o o To_tnn _Tn_tn _Th
De modo similar, obtemos as derivadag! @ A! j! & no sistema de coordenadas

nMA . Portantop laplaciano no novo sistema de coordenadas é dado por

T‘ T, T' BT‘r T,r T,r Ban
Tw Tw Ta _ ™n Tn Ti —

nr

90



A distancial de(1.182), no sistema de coordenada#ifi pode ser escrito como

i ®w W a _n _n _i _#&

ondei égrepresenta a distancia no novo sistema de coorderads@sdo estes resultados em
(1.182, obtemos

2 P Q p \ . e
— - n -
. o =‘|é( nmh g nmh 8 (1.184)

A ideia agora é fazer

> P Q O h
d _ .l.u_ _ (1.183

ondeO éumaconstanteResolvendo esta Equacao par@btemos
-0

=  aQ

Observe que_representa, na verdade, o raioBkhr (® ) o qual sera definido como nossa

w38 (1.186)

unidade de medida de comprimentol seja  p. Inserindo a constant® em (1.184) e

fatorandea, obtemos

: P P o~ s
O —-n —
c iér nMmh Qg mnmh 8
Pr E( nMmH ;r nmA  Or nMmA h

onde fizemo¥ g O. Substituindg1.186) em(1.185), obtemos o valode’O em joules,
ou seja,
, Q Q aQ
O 13 [ 113
T"- « TU-0 T“- 0
aQ

= -[ -
Vemos, en(1.187), queO tem dimensao de energi@ qual sera definida como sendo nossa

ooy Ttpm O

unidade de energia atbmig@a p'@i 01 @@L X T Tp 1T U), chamada deartree
em homenagem ao fisico britdnico Douglas Harttego, podemos escreverEmuacao de
Schrddingersem o tilsimplesmente como

Pr Py of »s
C i

Neste caso, a energia é dada em Hartree a distancia em Bohr.
Unidade atbmica de velocidad@ unidadeatdmica de velocidade é definida como sendo a
velocidade do elétrona primeira orbita de Bohr do atomo de hidrog€aioseja,

Q @O

O = —5 cPvrwepeer pmarns
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Unidade atbmica de temp@d unidade atdmica de tempo é defin@ano sendo tempo que
um elétronleva para percorrex distancia de Bohr (), que corresponde o raio gemeira

orbitade Bohrdo atomo de hidrogénjcom velocidade&la primeira orbita de Bohou seja,

. G o . ,
° B3 Taq aQ g o StePwrTpmis

T -9 T -2

Tabela3. Sistema de unidadesdmicas de algumas grandezas fistzan agespectivas con-
versdes para o sistema MKS.

Quantidade Simbolo | Unid. atbmicas MKS

Const.De Planck |'Q p 088 op ¢ pp 1

Tempo 0o p 088 chppwttprm i

Coordenada &) p O&B T ¢ WP X X BT PU W

Velocidade 0 p 688 ¢p Ugwpo@et pmad
p 688

1.300RTOGONALIZACAO DE GRAM -SCHMIDT

Em muitas situacdes é melhmabalhar com funcdes de base que sejam ortonormais. O
procedimento de Graiichmidtnos permite construir um conjunto de vetores ortonormais a
partir de um conjunto de vetorirsearmente independenté&3onsidere o conjunto de vetores

® hip hip FE b  linearmente independentes1do ortogonaid\ partir deste conjunto dee-
tores podemos construir um novo conjurte vetores® i hd FE i  de tal modo que se-
jam ortogonais A projecao do vetow na direcao doetor®é dada por
@ ® wid, wbiod,

e {E BE I ®t®

A quantidade

representa o vetor unitario na direcdod@le SBs @t @ Para encontrarmos o conjunto
@ o hd FE i , procedemos da seguinte manepeameiro, vamos fazed & . Em se-
guida, retiramos dé a sua componente na dire¢cdod@le Depois, retiramos dé@ as suas
componentes nas dire¢cdes@ee ® e, assim, por diant@u seja,

® w

btd |

®td

@ ® Nigd b
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Agora, paraorna o conjunto® hd i FE id  ortonormé, basta dividir cada vetor petar-
respondentaorma, ou seja,
® .0 .0
—h—h
WS IS

<

¢
——HE h— 8
PJS I

Exercicio

Encontre um conjunto de vetores ortonorma is a partir do conjunto

‘ PG uGg. T
® ® o pow ORTRS
T CT TP
0 & vigd cr'md Y 0
6 T® whodo T @ wiPp

6 ™ o~ 18t o didot 8
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2 POSTULADOS DA MECANICA QU ANTICA

Nege capitulo faremos uma breve revisdo plostulados da mecanica quantisando a no-

tacdo de Dirac.

2.1 PRIMEIRO POSTULADO

O estado quantico de um sistema fisico em um tempo 0 é representado por um
vetor § 0 GQEQI BEMDQY BQI o

O estado de um sistema fisico em um tempo inicial, denotado@dmoompletamente defi-
nido pela especificacdo de um vefor o< dnoespaco de Hilbert associado ao sistema. Isso

significa que todas as informacdes necessarias para descrever o sistema estdo contidas neste
vetor. Este postuladanplica na possibilidade de superposi¢céo de estados. ISso ocorre porque
qualquer combinacéo linear de vetores do espaco de Hilbert também é um vetor valido que
pode representar o estado do sistema. Por exemplo, em um determinado dfjstaestado
qy o< Gpode ser expresso como:

wWo &6 wg o a ws o &
onde ¢ e C s « 0 § @ e&cfoegcH o@asdo vetoresno espacoeds Milbert.e
Essa superposicdo de estados reflete a natureza probabilistica da mecéanica quantica, onde o
sistema pode existir em mdultiplos estados simultaneamente, cada um com uma probabilidade
associadaPortanto, o postulado enfatiza que um Unico vetor no espaco de Hilbert € suficiente
para descrever o estado de um sistema quantico em um determinado momento, e a combinacao

linear desses vetores permite representar estados complexos, incluindo supsrposicoe

2.2 SEGUNDO POSTULADO

Toda propriedade fisica mensuravel (observavel) é descrita por um operador
hermitiano .

O segundo postulado da mecéanica quantica € fundamental para entender como as pro-
priedades fisicas de sistemas quanticos sdo descritas e mensuradas. Este postulado afirma que

gualquer propriedade fisica mensuravel em um sistema quantico € completameitéepdesc
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um operador hermitiano, denotado coroque atua no espaco de estados do sistema, repre-

sentado por . Esse oper ado fobshréavethnacontexto ® o0
da mecanica quanticelm operadohermitiano € igual a sua prépria matriz adjunta, ou seja,

u v onde A denota a matriz adjunta. Essa pr
ados a propriedades fisicas reais tenham valores proprios reais e que suas medidas estejam
relacionadas a resultados reais e fisiPos.exemplo, a posicdo e o momento de uma particula

em um sistema quantico sdo observaveis, e cada um deles € descrito por um operador hermiti-
ano especifico. Além disso, a energia total de um sistema € uma observavel representada por

um operador hermitian@u seja,

0 ©

0 0 ENQI BEd G Q¢ WG Qwi
000 O ENQI BEd G Qe GEAQ O Wi
00 = = €NQ1 & Qaoét&gRPNE I QI "QQK

WO @ ®w  €NQI WEéeiEd

Como estes operadores sdo autoadjuntos, é sempre pdssjeelizalos, ou sejacolocalo

sob a forma de uma matriz que s6 &lementos na diagonal principal diferentes de Zeso.
seus autovalores sdo reais e 0s seus autovetomgoestadosio ortgonais.Além disso, 0s
autoestados destes operaddresnitianoformam uma baseo espaco que descreve o sistema

fisico.

2.3 TERCEIRO POSTULADO

Ao se fazer a medida de um sistema fisico, o Unico resultado possivel € um dos
autovalores do operador hermitiano associado.

Este postulado reflete uma das caracteristicas fundamentais da mecéanica quéntica, que é a na-
turezaprobabilistica das medi¢bes. Diferentemente da fisica classica, onde as medicfes séo
deterministicas, na mecéanica quantica, a medicdo de uma propriedade fisica resulta em um
valor especifico com uma probabilidade associada. Essa probabilidade é calsafattaal

funcdo de onda do sistema e esta relacionada a amplitude da funcdo de onda no estado corres-
pondente ou sejasetivermos um operador hermitiano que descreve uma propriedade fisica
mensuravetom¢ autovalores, @o fazermos uma medidxperimenthdesta propriedad®

Unico resultado possivel da medida sera umedastovalores do operadd?or exemplosu-

ponha que des&emos medir a energia de um siste’damos supor ainda que existe

possiveis energias para este sistetaperadohamiltoniano= € o0 operadoassociado a
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energia Entdo, ao se medir a energia do sistema, o resujteglsera obtido serd um dos au-
tovalores de , ou seja,
=0 Og®B
Osautoestadog Gdo operadot formam uma basepdie;deotE Fg G . Isto significa que
qualquer estado do sistema pode ser esmwitto uma combinacéo linear dessa b@sé:
Bogld ool oxd E oga
O operadowque determina a posicao de uma particula ou sistema é também um ope-
rador hermitiano. Ao contrario do operador da enargeé discretms autovalores dopera-
dor posicdosao continuos. Como este operador € hermitiano, entdo seus autovetores formam
uma base continuauX. Como essa base é continua, entdo um estado qualquer pode ser repre-
sentado como combinacdo linear dessa base. Mas, por ser continua, esse estado é representado

por uma integral ao invés de um somatério discreto, ou seja,
g a 00 IHQ @
Um outro exemplo de uma base continua é a base formada pelos autovetores do operador mo-

mento:Nghd 190 Neste caso, um estado pode ser representado nesta base como

g4 wn iy
Uma generalizacdo quee poddazer em relacdo as bases continuas é a nocao de ortonormali-
dade. Para uma base discreta ortonormal, nés usamos o delta de Kronecker:

B d pi M Q
s T @ Q
Para o caso de uma base continua, usamos o delta de Dirac, ou seja,
N o i @ o
s W . .
él i @ w8

O infinito que aparece no delta de Dirac ndo é problemaético, pois geralmente o delta de Dirac

aparece em uma integral
1 ® ®w Qw p8
A funcéo delta de Dirac funciona como um filtro de fungdes, ou seja,
Qo w 0w Qe Qw3

O operador identidade é representado na base continua trocando o somatorio pela integral.

Na base discretagpde; 6hgot , por exemployimos queo operador identidade é dado por
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Ppips gogs wiios S{00(C3

J& na base continda espaco daposi@es o operador identidade é dado por

SO &

No caso d basecontinuageradgpelooperador momento, teriamos

ENSQ B

2.4 QUARTO POSTULADO

2.4.1 Caso discreto nao degenerado

Quando uma grandeza fisica 0 é medida em um sistema cujo estado § Gseja
normalizado, a probabilidade 0 ® de se obter o aut ovadd
correspondente ao operador 0 é

0 g &
sendo Y00 autoestado associado ao operador dhou seja, OB D

O quarto postulado da mecanica quantica oferece uma interpretacédo importante sobre como as
medicdes de propriedades fisicas ocorrem em sistemas quaPtiotaramente, ele enfatiza
gue as grandezas fisicas em sistemas quanticos sao representadas por operadores hermitianos,
como mencionado anteriormente. Quando vocé realiza uma medicdo em um sistema cujo es-
tado é normalizado (ou seja, sua funcédo de ondaestetamente normalizada de acordo com
a probabilidade total igual a 1), o postulado descreve @ahcalar a probabilidade de obter
um resultado especifi@e ao medir a grandezarepresentada pelo operadorA probabili-
daded & de obter o valoedx é dada por
0 @ g G h
onde:
$ Gé o estado do sistema antes da medicao.
€ 0 autoestado associado ao operadon que significa que ao medir a grandézaocé

obtera o resultadene com certeza.
oug (é o produto interno (obraquete ) entre o estado do sisterfiaie o autoestadgx
Essa probabilidade é uma medida'daance" de obter o resultadae na medicdo. Quanto

maior o valor deti’g Cs , maior a probabilidade de obter o resultai® E importante notar
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gue, em sistemas quanticos, as probabilidades estdo diretamente relacionadas as amplitudes
das funcdes de onda. Portanto, o postulado reflete como as informacdes contidas na funcéo de
ondag ase relacionam com as probabilidades das medicgées.

N&o é obrigatorio normalizarfuncdo de ondanas é muito mais dificil fazer as contas
com funcdes de onda ndao normalizadaponha quéenhamos um sistema com trés autoesta-
dos o theotido operadohamiltoniano= . Como estes autoestados formam uma base, entéo
gualquer estado pode ser escrito como combinacéo tieetes trés estados:

§0 | b T xa o8

Se o autoeatlo § Oestiver normalizado, entdo devemos ter

|
g p T 0 ¥t T p8
[
Agora seg Gn&o estiver normalizado, entdo devemos normitizRara normalizar o estado

$ @ primeiro calculamos a norma e depois dividimos a o aaidepela normavlatematica-
mente, fazemoS6t 03 6 ondeSwelé o autoestado normalizada eé a constante de nor-
malizagdaque devemosalcular, isto €,

LG hds o Dsgwwgoee DsI 1T 1T P

3,5 s z p zZ z 6 z pZ z
[ O I A L 1 [T
ondesk § 0 [ | [ “I representa a norma. Portamocgautoestado normalizado
seréobtido como
240 0ga P $ 08

0 T e A
De acordo com este postulado, ao aplicames o autoestadgq as probabilidade de se
obter s autovaloesO, O e'O sdodadaspor
00 dpsée Ips| Pd Txb rods gs |78
O drgG Sl Pd Ko rwds ¢s 1178
00 dogd dos| Pb 1xb robs gs 1°8

C

2.4.2 Caso discreto degenerado

Quando uma grandeza fisicaé medida em um sistema cujo est@ddsejanormalizadg
aprobabilidaded w de se obter o aud ocvoarl roers pdoengcee
0é

0 @ o § &
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| sendog) dos autoestadedegeneradoassociade ao operado®, ou sejap T & GO & |

Por exemplose aplicarmos o hamiltoniaro aos autoestad@ethdAsote obtivermos

= g)a (@) 3)&
= &a (@) &("}
= g)'é( (@) 3)'6(

Vemos que os estadggiA g Gsdo degenerados, pois possuem a mesma e@erdéo estado

w0é ndo degenerado. De acordo com o postulado, a probabilidade de & sbtédada por
00 dpgde g 17 T1°h

sendog O | 9O | KO T wBComo o estadgoté ndo degeneragdentdo a probabilidade

deseobteD €00 Ips & [1°

2.4.3 Caso continuo ndo degenerado

Quando uma grandeza fisicaé medida em um sistema cujo estgddsejanormalizado
a probabilidaded ¢ de se obter um resultado entbe & 'Q ¢é

Q00 I BQW
sendo 00 autoestado associado ao operadQou sejap I D

No caso continu@ probabilidade deve ser definida em termos de intervalos. Por analogia com

0 conceito de densidade,

. Qa
QW
vamos chamar a quantidaglég 0s dedensidade dprobabilidade
%5 G QOO ;
QW

O operador posicawé o operador que da a posi¢do da particula em um ponto da reta. Este
operador é hermitiano. Logo, seus autovetores sao ortogonais e formam uma base. Consequen-

temente, podemaascrever o estadp dcomo combinacéo linear dos seus autovetores:
g a W WA @B (2.1)
Neste caso, usamos a integral e ndo o somatorio porque a base é continua. De acordo com o

postulado, a probabilidade de encontrar a particula edte Q o
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g 6 s 0w i W6 CLRE O] ® O W
WHS OO ®
ousejap® k[ @ 6% & Inserindo®o em(2.1), obtemos
g a [ O w
gue faz aconexaocentrea mecanica quantica ondulatéeiaa notacéo de DiraEste procedi-

mento vale para qualquer base contiflaa exemplono espaco dasiomentos, teriamos
§6 1 nian

ondg 1 g G Usando este postulado, podemos escrever
Qi § wsQ®

gue € exatamentedefinicdo que estudamos nos cursos introdutorios de mecanica quantica.

2.5 QUINTO POSTULADO

Se a medicdo dgrandezaassociada ao operaddy em um sistema dresultar ema o
estadodo sistemaogo apdés a medicdo é a normalizacdo da projecdg demo subespag
dos estados com autovalar

Vamos supor que

= g)d (@) 3)(']
= g'd (@) 3:6(
= 3_‘56( (@) $68
Vamos supor aind@ Gsejanormalizadgou seja,
« P P P
O —Pa —a —o08
] Vic P c RS c O

Quando mednosO, que ndo é degenerado, o0 estado logo apos a meaigiproporcional

ao o

P
C
Ou seja, a gente exclui todos os outros estados e ficamos o qual devera ser norma-

§ & —oB

lizado. Isto €,
$ ® 08

Agora, ao medirmo® , que € degenerago estado logo apos a medigcéo sera proporcional a
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o P P
$ @ —Ppa —xB
I/Icg) C
Para normalizar este estado, calea#aa normaleg ae dividmoso estado pela norma cal-
culada isto &,
P~ P_. P._ P, P P_. P p Vio
—JPa —-Xd —Pp3 - &S —Pa —Lda = - -
I/Ic;33 S I/IcOp S Vlcg) S nNg C S

Aqui, usamos a norma induzida pelo produto interno, ous®f®, @@ Portanto, gro-
jecdo da funcéo de onda nos estagide K 0é

. C P . P_. C o
B — —PA —LA —Ja
¥ Vo g ¥ S % I/I(pSO Vio

guerepresenta estado logo apos a mddi

P .
—=

2.6 SEXTO POSTULADO

A evolucdo temporal de um estegl@é governada pela equacdo &ehrodinger
Q .
=340 9—g
4 0gg
onde= é o operador hamiltoniano do sistema.

Observe que usamos derivada ordinaria do lado direita da equacéo aéngeinsois o es-
tadog 0so6 depende do tempo. Na praticamngre que fanosfazer a evolucdo temporal do

sistema éempre bom escrever o estado em termos da base do operauoseja,
g G o EB
Do contrario, as contas ficam muito dificeés® o a hamiltoniana ndo depender do tempo,

entdoos autoestadag Gtambém ndo depende do tempo (isso é um teor&ueinto, a evo-

lucdo temporal do estado se da pelos coeficientes:
g oa w oM
Substituindeg 0 Gna equacéo dechrodingerobtemos

& o6 gd

- b ogd B
¥ Qo

i Q.
D 0= S8 B —h 0 4
wo=% 0y 0%
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. e N o ’Q’i‘ \ LA
a — a
wo00g (0] ,Q(()DO$

. Q.
D00 B—w o ga
W 0 g& o g0 T

A base G derivada do hamiltoniane é ortorormal e, portanto, independente. Logo, a

equacao acima so6 sera nula se
v - 2 o R e
w00 B—wo T O—w o0 Owo
Qo Qo
cuja solucéo é
Wwo wo Qo 8
Exemplo: sponhamos que o estado no tendpseja

« P P P_
O —pPa —a —p8
] Vic P c SN c S

Para encontrar o estago 0 Gbasta muiplicar pela fas€) » , ou seja,

$ o0aQ pQ_Dp_gaapQ&acapQ—aoos

2.7 FASES GLOBAIS

Dado’Q , —é o0 que chamamos dase Como vimos nos postuladas,estado de um
sistema € especificado pelo vegoii Em nenhum momento, fizemos interpretacéo fisica de
$ O A interpretacéo fisica dg Gfoi postulada como

0% g Gh
que significa a probabilidade de se obter o autovasmr se fazer uma medida. Coriid
QQ p, significa quemultiplicar um nimero complexo p& nao altera anddulo do
namero complexopu seja, s6 se faz uma rotacdo do niumero no plano complexanto,
podemos multiplicar o estado de um sistema quanticQpeem que haja alteracéo do estado
guantico

$a Qga

Lo QaEa QO R pIE®E E B8
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Para que este resultado se manteghaecessério que o fatr multiplique o estadgor
inteiro. Por exemplo: se 0 nosso estado for dadgpor | 0 | K6 e se multiplicarmos

s6 o estad@dpor’Q , entdo a fase ndo serd mais glpkab estadg & Q| o | K
resultante sera diferente. Ou sajamente a fase global € que néo altera o estado do sistema.
Agora, seja o estadp 0 Gdado por

$ 00 |Q Ppd 1Q Pxd Q P od IQ Nga8

Temos uma fasglobal neste estado. Dois estados sdo equivalentes a menos de uma fase global
Portanto, cestadog 606G | Q ™Pod 1'Q Pxaé equivalente ao estagoad O
| 96 1T 'Q M« 8 Isto mostra quesimilamenteao da mecaniceassica, o importante

nao € o valor da energia em si, mas a diferenca das energias

2.8 PRIMEIRA QUANTIZACAO

Para escrevermos a equacao Sdimger para um sistema fisiagsamosas regras da
primeira quantizacaoA primeira quantizacao consiste sabstituimos as quantidadésicas
classicas observaveis pelespectivo®peradores quantico®° = NN ° NRWC wetc.Se
tivermos quantidade classica dada por um prodigmo,por exemplod 1 @aprimeira
guantizacao diz que devemos substituir essas quantidades classicas pelos respectivos operado-
res Contudo, os operadores, em garab comutamOu sejaem gerabé 6 0. Entdo, como
podaiamos escrever a propriedade 1| oguando os operadorgsbwnido comutarh Seria
0 © nkbou 6 © GRLA primeira quantizacadiz que nesse casalevemos fazer a média de
todas as possibilidades possiyels seja,

PRI

Se fosse, por exemplo, uma quantidade classica dada p@r 1, ia primeira quantizacao diz
gueo operador quantico correspondente seria
5 o NNFBUNiABL NHDH N THOFL TR,
¢
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2.8.1 Colchete de Poisson

Sejamduas funcée®) "QAM M e’ Q "Qn M M, onden AR representamsposidese
0os momentes em coordenadas generalizadaspectivamenfe 0o tempo Definimos, ra me-
canica classica, ocolchete de Poissate "(Qe "Qcomosendo
Tntn ™Tntn
A derivada déQem relacéo ao tempmde ser escrita como
NS L T I
Qo AT otnt o 1o
Lembrese qua) en sédo funcbes do tempdsandoas relacbes
i 1= Th 1=

1 — — A
L o0 Tn T"o 11
obtemos
T D= T D= TQ T Q
. = . > m — "fm: —
T™tn tTntn T 0 T o

No caso em qu&nao dependa explicitamente @eeremos
Q = 8
Se "M T, entidcQ Tt Isttosignifica que'thdo muda com o tempo, ou sé&fa, "Qn
€ uma quantidade conservatmaconstante de movimentd colchete de Poissgrara as co-

ordenadas generalizadas e momentos generalizados pode ser escrito como

Tntn Tntn pi
— — -

SES)
o o

A quantidadén ' n T, pois as coordenadas sao independe®iasa quantidade impor-

tante é

. Pog 1o g 1o
ol TRTH TATh i i

Relac&o similar obtemos para

—n
-~
04]
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2.8.2 Propriedades dos colchetes de Poisson

1. "MQ "IQ © Assimetria
2. OQMEHQ HAQ ©Q AHQ HQOMOE £ i O % LonEdridade
3. THQ  QBUQ  QBQ

5. "GIQAQ  IQRQ  "HIQRQ  Tt(permutacdo ciclica) ou permutacéo de Jacobi
2.8.3 Teorema de Poisson
Se'Q m'Q me’Q "MQ, entdcQ T

Vemos, portanto, queolchete de Poissaiem propriedades muito similaras propriedades
doscomutadores€Entédo, a primeira quantizacao diz que no processo de quantizacao do sistema,
devemodazer a seguinte substituig&o:

o P
6
Exemplos:
1. o p amMHU @
2. oM p onHu @
3.4m p  GHHL O
5.9mMm am  Aam  m QMR AHRK AHRRL T

2.9 VALORES MEDIOS

Seja o operador hermitiaro associado a alguma propriedade fisica mensurBeel.
simplicidade, wmos supor que este operador s6 possuialestads, digamospae Ko
Como estes estados formam uma bpsejue o operador € hermitiaremtdo podemosscre-
ver o estado do sistema como uma combinagao ldestes doigutoestadqu seja,

§0 | o T KB
Temos ainda quépl & Poedoxd & X De acordo com o quarto postuladprababi-

lidade de se obter o autovatdréd & || ° e a probabilidade de se obter o autovéior
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60 & 117 sendog Gum estado normalizaddgora, podemos perguntar: qual o valor
médio do operadan? Ou seja, ao se fazmuitasmedidas, quasera o valor médio obtido?
Denotaremos valor médio d& por @ O'Definiremos ovalor médio dos resultados das medi-
das ded como

®wO | o1 8
Esta definicdo de valor médio do operadog coerente com a definicdo estatistica de valor

médio que conhecemosu seja,

®O 1 6r g’ &ITOIPH TxE T &Il OPE T HKE
1170 110 00 ® 00 O
Como exemplo, @amos supor que a probabilidade de se abtsejapfq e a probabilidade de

se obted sejapf¢ . Neste caso, o valor médio deé

[45]0) t

E claro que as probabilidades ndo preciséo ser igugiobabilidade de se obter o autovalor
& poderia, por exemplo, ser muito maior que a probabilidade de se obter cval@ste

casq o valor médio tenderia a estar mais préoximo do valab de

2.10TEOREMA DE EHRENFEST

O estadagg Gmuda com o tempo. Portanto, o valor méii€¥ [ 6 deve mudar com o

tempotambém isto é,
Q... Q. o on
a6’? e ot
Usando a equacao de Schrddinger

o5

o &0 5308 (2.2)

Ssh B2sE A s B
=3 Q8 ¥ a0 *

em(2.2), obtemos
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Q . P . (0] N
5(5500 6F$— ora Fﬁ(‘)f ¢06—$a
Q. P, . (@)
—m0 — = = T
o OQJ .,QCK K¢ or o T o
Q.. P, . (@)
— O — = = o —
a OQJ .,QCK K¢ orf T
Q . g P oan D
& @ ° Q¢

(2.3)
A Equacadq2.3) € o teorema dEhrenfeste nos permite fazer uma co@® com a mecanica

classicaComo exemplo ilustrativasamos aplicar o teorema de Ehrenfest no oscilador harmo-
nico quantico.Para o oscilador harmoénico, a hamiltoniansando a primeira quantizacao,

pode ser escrita como

nH p.,
= I’]_ P ‘@ 8
ca ¢
Usando o teorema de Ehrenfestgmhitera evolucao temporabdvalor médio do operadgHy
temos
Q o Poa nH
ad? g M gy (2.4)

O ultimo termo do lado direito d@.4) é nulo, porqueo operadomnHnao depende explicita-

mente do tempo. Quem depende do tempo é o e$tadbogo,

~

Q. -~ P N p. p . N p p~ Q. e .

T O .
—oNH  AH @ ——=0 Bw Bl (€)Rr ]

Q) (e
Ou seja,
Q. s
o LA e (2.5)
Observe que na mecanica classiemos
06 @) Qw

O que o teorema de Ehrenfest esta diasndo € queem algumas situacdes, as grandezas
fisicasclassica sdo obtidas tomando o valor médio dos operadores quanticos correspondentes
ou sejaMHP n ; GOP wetc Apesar da mecanica quantica ser probabilistica, os valores

médiosdos operadores comportesa exatamente como as quantidades classicas.
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2.11FORMALISMO NO SESPACOSDAS POSICOESE MO-
MENTOS

O que queremos fazer aduestabelecer umeorrespondénciantreo estadag Gicom
a funcao de onda w, geralmente estudada nos cursos introdutérios de mecanica gu@antica
operador posicdo é hermitianoe os seus autoestados formam uma base contigifa
cdBPortanto, um estadp dpode ser expresso como combinacao lineasdosautoestados,

ou seja,
$0 [ cexniQde
ondel amerepresentas coeficientes dessa combinacao linear contiiuétiplicando a es-

querda pelo autoestadug obtemos

g 0 0B | eniQer [ eEQa [ 0] O® © Qe [ © (2.6)
Portantoa correspondéncia entafuncdadeonda e a quantica matriciaf € &g G ou
seja] @ representa a projecdo do estgddna coordenada J& vimos queuando o ope-
radorcatua no estad@i; obtemos o autovalog ou sejaggdl  GEOBAgora, 0 que queremos

saber é quando o operadoeatuar na fungdo de ondaw, qual sera o resultado? O resultado

obtido sera
6 okomg G ey [ eniQee [ csdumentQeae [ osduegn0Q ée

[ ceduEnQ e G cetmEQ @ R B 0 0 Qae
wl w38
Ou seja,
W W ol wd
Determinar o efeito do operadmosicdowna funcéo de onda w foi relativamente facjlpois
lidamos com o operador posicéo atuando na funcdo degoiedd& funcdo da posicao. No caso
do operador momento atuando na funcdo de esddata em termos da posicdo é um pouco
mais trabalhosd?araque o processo fique mais didatico, vamos trabalhar em uma dimenséo.
Antes de determinarmasefeito do operadajHna funcdo de onda w, precisamos do re-

sultado do produto interrim; X Desenvolvendo este produto interno, temos
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nNailn o n <« Q > Qw (2.7)
Em (2.7), estamos escrevendo, do lado direito, a func&o delta deddirdermos dantegral

de Fourier unidimensiondllsando o operadadentidade
THEED 6
do lado esquerdo d2.7), obtemos

AR v on AR AR on AR RN A I \ p D » ‘
eq)d e whlOH & O wity) o T 99 Qo

CﬂW Qs Qw
Ou seja,

0N tng) 0Q w C—W O Qw

Comparando os integrandos, vemos que

K —0Q A wg) a6 —=Q»
m MC“ Vlc“ (28)

Observe en(2.8), quety Ldé o complexo conjugado degy & Como vimosps autoestados

do operadoriHformam uma base contindaogo, podemos escrever
$a [ Ny
O que queremos saber é o efeito do operngtita funcdo de onda w . Usando o resultado

(2.8), podemos escrever

A Gk EEHe G Eme [ A @0n A E@@ren

(2.9
Ch&m@ten oA n EE
Usando(2.8) em(2.9), obtemos
oG = rARRIRA = [ A xoson
Vg ¢ w
o1  p T 219
RS [ nQ Qns

Observe que
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R Msa A & ——g

NG"
Usando estes resultados €n10), obtemos
‘ . 9T R T - o1 N
nH Do | N I)I_CT!QO 0y D o ¥ Nl 0y
T ~
o AR N NN § 8 g fes d 211
ot . . of .
—Q—(‘g@ a _Q_(E) wh
ou seja,
‘ . 9T ‘
nH o '_'S'D_J‘o w38 (2.12)
Portanto, o operador momenielno espacalas posicdes
nHYP QTT—

De (2.10), vemos que a funcéo de ondaaspaco as posicoepode ser escrita como
. P < —~

o o= [ Ng, @2, (2.13)
gue é antegralde Fourier A funcédo de ondao espaco dos momentos pode ser obtida fazendo
a transformada inverste (2.13):
P
S
Podemos obter aquacdo de Schrédinger no espaco das posicdes a paeijudedo de

[ [ @O0 Qw (2.14)

Schrédinger dada no postulado 6:
=ga @Eg a (2.15)

Em (2.15), usamos a notacdal'Q ao lado direito, pois o estadp Os6 depende do tempo.
Multiplicando (2.15) a esquerda pats obtemos

g § O mﬁﬁg ch (2.16)

substituindo & , obtemos

110



L . FV
mﬁq—d$ g0 W 58@7

rll_U Ny ) N s o, T N Yy

— o wwr oo 0—[ o

ca 1 O
O T AN ’ \ A o, T Y
— 77 oD wor oo 00— o
Cal w T O

(2.17)

Observe que o estagotsé depende do tempoor isso podemos fazer

Wlpg o Ogye ®
Mas a quantidadéig Gdepende tanto do tempo quanto da posigéisejafig & [ GO .
Dai a derivadaparcial do lado direito de(2.17). Em (2.17), usamos também a relacéo

A & NHog a GeHg
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3 DINAMICA MOLECULAR

3.1 INTRODUCAO A DINAMICA MOLECULAR

A evolugao temporalle sistemas atbmicos e moleculares podedsscrita usando a
Equacédo de Schrodingdependente do tempgsta equagdo, na sua versao relativistica
pode ser escrita como
= w »h{ QT—éq A o h (3.1)

ondeOrepresenta o tempo;e=| representa os conjuntos a@s coordenadas eletronicas e nu-
cleares, respectivamentg DFFi b representa a funcdo de ondasikiema e representa
operador hamiltoniano dado por

= Y Y w; o; wp Oh (3.2)
onde”Y e"Y referemse aos operadores das energias cinéticas eletrénicas e nucleares, respec-

tivamente Wy, , Wy € Wy representam os operadores das energias potenciais de interacao elé-

tronrelétron, elétromucleo e nuclemucleo, respectivamente. O operaddr representa a
energia de acoplamento sgirbitado elétron o qual ndo sera consideraatqui.

Usandaa primeira quantizacéo, podemos escraEguacao de Schrodinger indepen-
dente do tempparaum sistema molecat de ¢ elétrons @ nucleosdo seguinte modo: pri-
meiro escrevemos a equacao classica da energia. Depois substisinpnastidades classicas

pelos respectivos operadores quanticos, ou seja,

ho e
(0] Jn

f T (33)

O © 'QT—(‘)

onden representa 0 momento da particuta e '¢* honde’Q¢é a constante de Plan€komo
exemplo de aplicagédo dessas regras, seja um sistema formadel@wons & nulcleosDe

acordo com Hamilton, a equacdao classica da energia desse sistatdaapdr

112



P HOQ (34

v-d A

Os dois primeiros termos do lado direito refersgas energias cinéticas dos elétrons e nucleos,

respectivamente. Os trés ultimos termos do Bidzto referemseas energias potenciais de
interacdo elétromlétron, elétromucleo enucleondcleo, respectivamentéqui, estamos
usandoo alfabeto grego para indexar os nucl€ose () representam os nimeros atémicos
dos nucleos ef , respectivamente. Agora, usando as rela@8sem (3.4), ou seja, substi-

tuindo as quantidades classiga$os respectivos operadores quantiobsemos

T ) ) X p Q

T 0O ca cO ™“- » »
P WwQ P OAOQ
- - 0] 3.5
- 3 »S ™- 4 (3.5)

Multiplicando (3.5) emambos os lados pela funcédo de onda do sistema, obtemos

o | -1

o 2 . P 0
ca co - e
P G0 P HHQ o
D8
e T U »| (3.6)

A Equacaq3.6) é a equacdo que descreve a evolugcado temporal de um sistema formiado por
elétrons & nucleosSe pudéssemos resolver essa equagiamos uma dinamica molecular
guantica naeelativistica.Obseve que os operadores das energias potisrana(3.6) ndo de-
pendem explicitamente do tempsto significa que podemos separar as variaveis espaciais da

variavel temporalou sejapodemos escrever a fungédo de onda do sistema como
Lo - L I
W »h o Qf » Q h 37

ondeO correspondeé energia do estado , os quais sdo obtidos resolvendo a Equacéo de

Schidinger independente do tempo:
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ca cd ™“- » » - 9 »S

T 3 [ oo Or | 8 (3.8)

A Equacad3.8) é uma equacéao de autovalor que € bem mais facil de ser resolvida do que a
Equacad3.6). Seo hamiltonianc pudesse ser escrito como uma soma do hamiltoelano
tronico e nuclear=( = E = ), entdo poderiamos escrever a funcédo de onda
do sistema como um produto filencdo de onda eletronica e nuclasto €,
I B (3.9)
Esta seria uma simplificacdo enorme, pois poderiaesmver separadamenta parteecletro-
nica ea parte nucleatnfelizmente,0 termo de interacéo elétroricleo
P wQ
-8 »S

nao nos permite escrever o operador hamiltoniano como uma soma de dois operadores: um que
dependa somente das coordenadas eletrbnicas e outro que dependa somente das coordenadas
nucleares, ou seja,

= = e = 8
Como consequéncia, ndo podemos escrever a funcdo deegpaialcomo um produto
c » =| . Precisamos, portantazer aproximacfegara encontrar asolu¢des da equacao
de Schrodinger para sistemas de muitas partiolpameira e mais importante destas apro-
ximacgOes é desacoplamento dos movimentos nucleares e eletrdnicos que sera descrito nas

proximas seccoes.

Exercicios

1. Escreva a Equacao de Schrodinger dependente do tempo e nao relativis-
tica para o 4tomo de hidrogénio.

2. Escreva a Equacéo de Schrédinger independente do tempo para a molé-
cula de benzeno.

3.2 DINAMICA MOLECULAR DIABATICA

Considere, novamentafEquacéo de Schrodinggependente do tempo e néo relativis-

tica
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= w M QT—(L)th:Imh (310

Com ohamiltonianc= dado por

) ) p Q
= ,—fl ?rl —_
ca qu - » »
v (311)
P wQ p wWwwQ

Em 1951 Born eHuang sugeriram uransatzpara desacoplar os movimentos eletrénicos e
nucleares. @nsatzproposto poBorn eHuangconsiste em supor que a funcédo de onda de-

pendente do tempo possa ser escrita como
W »h - »d ... 4 « »..4M8 (312

As funcbe >F1=| representa as fungdesde onda eletronicajue dependa das coorde-
nadas eletronicame parametricaente das coordenadas nuclealf*es Porumaquestéo de
clareza, vamos denoter >F1=| simplesmente por »8Vias, € muito importante termos
em ment@ue existe uma dependéncia paramétrica dem relacdo as coordenadas nucleares.
As funcdes.. =| o representa as funcdesle onda nucleasque dependa das coordenadas
nucleares e do temp@és funcdes... =| b podam servistascomo sendo os coeficientes da
expansdo da funcdo de onda tmtpleFi b em termos das funcdes de onda eletroniaas
guaissao solucbes da equacao de Schrodiagronicaindependente do tempo. Esta expan-
sdo é possivel porque as solu¢des da equacao de Schrététrgaicandependente do tempo
séo linearmente independen&esrtogonais. Portanto, o conjunto formam uma base no
espaco de Hilbert e, consequentemente, qualquer outra funcéo do espaco de Hilbert pode ser
expandidacomo combinacao linear das funcdes de base.

Substituindo(3.12) em (3.10) e multiplicando a esquerda pelo complexo conjugado

z

*° » eintegrando em relacdo as coordenadas eletrbnicas, obtemos

. <
= e » =|h) QT_(‘) > =|h)
Y = « »... 4 e . » 4o
T O
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(3.13)

No desenvolvimento acima, a integral » = ¢ » representa a energia eletrénica da
Equacao de Schrddinger independente do tempo do sistema para o esmfd¢ , a qual
chamaremos d® 4 , ou seja,

04 +« »= + »38
A notagcaocO =| enfatiza o fato de que a ener@a=| depende parametricamente das posi-

cOes nucleare{s. Além disso, se as funcdes eletronicas forem reatfo @ termas

c »= o » .. 4D

seraonulos, pois ests termogepresenta a entrada de um determinante gaptém somente

ostermos fora da diagonptincipal De fato,

I A R R ¢ »0 9 »i. 4

o6& »o »i. i 8

Aqui, usamos o fato de que

pi '@ Qe

i @ Qe

ou seja, as fungbes sao ortogonaidJsando este resultado, a Equa¢dd 2) pode ser escrita

¢ »2  »a

como
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) .. S I
« »Y o p. 4D Opd0 @———D0 (3.14)

Agora, vamosexpandiro primeiro termo d€3.14). Por uma questade simplicidadenesta
expansdojamos fazer »4 k ¢ e.. 4 k ....Lembrese que o operador da energia
cinética nuclear é dado por

J
Y —n 8
cO
Logo,
> Y ... 4 > G &
<D 9
0 [0 n n a
o S
2 b SN n n n n
qi] 2
e N
0 o SN n n n a
T S . C
<D SIS . qo 9

& o 0 ... 48
A integracao é sobre as coordenadas eletronicas e as fung&és-l Sao ortmormais ou
seja,

pi @ O

& & QI
> PO i @ Q

Consequentemente, devemos ter
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oc

R . C .

o 0P Q5P apd D
foi

~

C .'?’Q> n|37§> r]" ..7@4% rl‘cu.’fQ4I’b 8

Substituindq(3.15) em(3.14), devemos ter

2 . o - . o -
T ¢ s »&. d ¢ »o e O ... 4D
. . R
no..4 0. 9 Q) T=|b o)
o) .
—n 0 .49
cD
> & » a.. 4
o S
. - NG
¢k »R e pl 4 QT T=|<‘3 o)
2 .
—_n 0 ..4dP
cD
R
"QT =| 8
T o
Definindo
0 Kk CTG PL e pO cO PP B0
vemos que
9 g y NG
—n 0 .4 0 4 o =|‘ 2
cL T o

(3.15)

(3.16)
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O operadob  é ooperador diabaticacoplado exatoE importante temos em mente que as
integrais que apareesn (3.16) sdo sobre as coordenadas eletronicas. Considere novamente o
operadoi®b . Este operador pode ser reescrito como
0 —0 > P »Q —0C »Ss OGn e »a OGN 8
qL 0
Observase que @rimeiro termo deste operador representa os elementos da matriz do operador
da energia cinética nuclear. O segundo termo do operador depende do momento dos nucleos

através de @1 (momentonucleaj.

3.3 TEOREMA ADIABATICO

Antes de continuarmos, vamos falar um poucdedoema adiabaticoUm processo
adiabatico édefinido como sendo uprocesso quecorre sem que haja mudanga do estado
guantico.Se o sistema comeca em um estado no inicio do processo ele ird terminar no mesmo
estado quantico, ou seja, ndo ha mudanca de estado durante a transformacéo do sistema. E
necessario que a mudanca ocorra de modo bastante gradual. Na,werdaaeesso adiaba-
tico requer um tempo infinito para que ocorra. Obviamente, a densidade de probabilidade ini-
cial sera diferente da densidade de probabilidade final, isto €,

w s w D h
ondew >ﬁ=| o ew bFrI o representam o estado quantico inicial e o estado quantico final,
respectivamente. Jaocesso diabatico definido como sendaquele que ocorre rapida-
mente de tal modo que o estado quéantico final € uma combinacao linear o estadas
Neste caso, a densidade de probabilidiadé € aproximadamenteugl a densidade de proba-
bilidadeinicial, ou seja,

w h{MHse w WP 8

Em 1928 ,Max Borne Vladimir Fockdemonstaramo chamaddeorema adiabatico
Este teorema afirma quen sistema fisicee manténem seu estado quantico durante uma
transformacao se a perturbacdo aplicada ao sistema for suficientemente lenta e se existir um
gap entre o seu autovalor e o resto do espectro do respectivo hamiltoAieondicdo do gap

€ necessaria para garantir que o espectro do seu hamiltoniano seja discreto e ndo degenerado.
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Neste caso, podemos ordenar os autoestados e correlacionar o autoeséhdom o final
sem margem a davida.
Na prova deste teorema, primeiro observamos que se o operador da energia potencial

w for independente do tempo, entdo o hamiltoniano também sera independente do tempo, ou
seja,

O—,rl @ > W M "QT—LM D 8 (3.18)

ca T o '
Como visto anteriorment@odemos separar as variaveis espaciais e temporais usando o mé-
todo da separacédo de variaveis para solucao de equacdes diferenciais parciais. A solucdo geral

de(3.18) seradada por

w o we »Q %8

Para um estado particular, diganoosésimoestado, temos
w o o »Q %8
Isto significa que se o0 sistema comecaantoestad@nésimq ele continuardo autoestado
enésimoisto é, o estado final € um estado puro.
Em umprocesso adiabaticoo hamiltoniancé dependete do tempo. Neste caso, 0s

autovalores e os autoestados também dependem do tempo, ou seja,

= o[ 0 O of o8 (3.19
Sem perda de generalidadamos impor a condicdo de que para cada insteagéuncoes
sejam ortonormais, isto €&,

@ og oa 7 8

A dependéncia espacial de é assumida implicitamente, paiesso interesse maior é cam
dependéncia tempordortanto,vamos denotar » simplesmente por 6 . Agora,con-
sidere a equacéao

T o

= O] O QT(‘)

o) (3.20)

Usando(3.19), podemos reescrexné como

Tr
!

Esta equacao pode ser resolvida para um estpddicular usando o método da separacao de

0 O or 08 (3.21)

variaveis, ou seja,
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0 Q
P %90y  booe
r o 1o 2
[ o T ann; O Qa8 (3.22)

Usando o principio dauperposicao de estadoss@ucdo geral da Equacédo de Schrodinger

dependate do tempo pode ser expressa como

~

W o & or 00

¢

(3.29)

onde

— 0 O 0 »8 (3.24)

Sl e

A fase— 0 é chamado dé&itor de fase dinamicddm estado particulay 0 de(3.23) é
dado por

w o o 0Q h (3.25)
Substituindd(3.23) em (3.20), obtemos

Q) W[ w[ @] — Q w=] Q 8 (326

Usando(3.19) e (3.24) em (3.26), vemos que o terceiro termo do lado esqueel(8.26) se

cancela com o termo do lado direitn, seja,

_ . . 0o | e

Q W[ W[l @ 5 Q wOor Q
o R oo e
Bwr (I8} 0t'@r 5 Q wool Q

e o . o

Qwrl Bw[ Mw[ Q wOoor Q

| O Q | O Q O 0 06Q ®0or Q 8
O Q O Q 8

Agora, multiplicando essa equacao a esquerdd poge usando o fato de gestamos traba-

Ihando comautofungdes ortonormais, obtemos

W O wl | Q 8 (3.27)

A Equacgaq3.27) pode ser reescrita como
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(3.28
Diferenciandq3.19) em relagéo ao tempo
= 0[ 0 =0 0 Oo0of 0 ©OOr 08
e multiplicando a esquerda pr § na condicdo de que £, obtemos
[ 0= 0 O [ 0= 0T O
[ 000 O [ 000 O

[ 0= 0] 0 ©O7[ O] 6 ©OoOoaG@ o0g oG Oo[ O O

o %O (329
onde usamos
[ 0= 07 6 [ O6=0[ O Or or o6 O or o
Substituindd(3.29) em(3.28), obtemos
v x ~ =T
@O Wl T -5 @ 8 (3.30)

Esta é uma expresséo exata para a variacéo dos coefiGerms o tempo. Na aproximacgéo
adiabatica, a qual diz que a derivada temporal do hamiltgnistooé,= , € extremamente

pequena para um tempo bastante grande. Desse maktioyamtermo de(3.30) pode ser des-

prezado o que nos fornece,
® 0 ol [ 8
Resolvendo esta Equacao, obtemos

~

O ® mQon [ el Q& ® mMQ h (3.31)
onde definimos
[ 0Kk Q [ Oef 02Qa8

[ 0 é chamada di&ase geométrigaa qual € um numero real, pois Ge[ Ge é um
namero imaginario puro. Para ver isso, basta diferenciar a condicdo de normalizagdo
@ o0g 00 p,ouseja,

[ o[ © [ 07 O ™

r of o [ O] o038
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Se um nimero complexoé iguala menos o seu complexo conjugado, eqtéd tem a parte
imaginaria, isto éx é um nimero imaginario purBubstituindg3.31) em(3.25), obtemos

w o [ 0Q Q r o0Q 8 (3.32)
Concluimos d€3.32) que se a variacdo do hamiltoniano com o tempo for muito pequena, ou
seja, se o processo for adiabatico, emtid@a particula iniciandese em um autoestadi@ se
manter neste autoestadoomo no caso dos processos independente do tempo visto anterior-

mente, amews de um fator de fase acoplado que néo interfere nas propriedades do sistema.

3.4 DINAMICA MOLECULAR ADIABATICA

Considere novamente a Equa¢dd?), ou seja,

J v \ © \ o, T et 4rbv
G O -4 e L
onde
« 0 o o «

Naaproximacgéo adiabaticaonsideraemosapenas os elementos da diagonal principal da ma-
trizB 6 , ou seja, todos os termos em e Q serdo considerados nulos. A justificativa

para essa aproximacao bassgano fato de que os elétrons sdo muito mais rapidos do que 0s
ndcleos e séo, portanto, capazes de seguir o movimento nuclear instantandsimentes

elétrons enxergam os movimentos dos ndcleos como se 0s nucleos movessem em camara lenta.
Desse modo, quando os nucleos se movimentam os elétrons egestanova configuracao
nuclear sem mudar de estado quantico e o estado final € idéntico ao estado inicial, ou seja, 0
estado final ndo € uma mistura de estados quanticos. Por exemplo tagooiresial for o

estado fundamental, entédo o estado final também sera o estado fundamental da nova configu-
racao, embora as densidades de probabilidagies séerentes. Esta aproximacgao esta garan-

tida pelo teorema adiabaticiiscutido anteriormentdNeste caso, desprezamos todos 0s ele-
mentos fora da diagonal principal do operd8ord e ficamos somente com os elementos

da diagonal principal, ou segja
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(333

Otermod representa a correcdo adiabatica a en@gida equacdo Schrodinger
Além disso, e as funcoes H’ﬂ forem reais e ortogonais, entdo devemos ter
¢ e wfa ™ (3.34)
De fato, como as fungdes »3| so reais, entdo
R R R
Como as fungBes »} sdo ortogonais, entd® »j @ »3 & p. Derivando ambos
os lados dessagdacaopbtemos
noé e e am
e e o e am
¢k R e R G m
¢ » o i a ™
Com esse resultado, o segundo term(8@&S) é nulo e o0 operaddr pode ser escrito como
o 3 o
0] CD‘—U' ’r‘l‘l a2 ’q‘i 8
A Equacédo de Schrédinger € entao simplificada para

r... =|r1‘>8

T o

s} , ) -
" o4 & ..qp ®@

(3.35

A Equacadq3.35) é afamosa-quacao de Schrodingerraproximacao adiabaticpara a mo-

vimentacao nucleaA notacaoO =| torna explicita adependéncia paramétricia energia

eletrbnica com as posi¢des nucleares, a qual pode ser escrita explicitamente como
of & e - A h

onde= é dado por

) P Q P O 'Q
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Este procedimento leva a um completo desacoplamento das equacdes diferenciais, isto é, a
equacdao eletronica s6 depende parametricamente das posicdes rvqlcﬂaeasen]cleos movi-
mentamse sem mudar seu estado quantiem um potencial gerado pelos elétrees que o

subsistema eletrénico mude de estado quantico. Neste caso, a funcéo(@elanam seja,

w e P « i .. qmh
se reduz a um unidermo:

We M« oA .. qD8

3.5 DM DE BORN-OPPENHEIMER QUANTICA

Uma simplificacao adicional consiste em desprezar também os termos da diagonal prin-
cipald6 da Equacad3.35), ou seja,
9 9]

| RN

com
04 & WL - oA
ou

(« » ©O4- »s

Neste caso, temos a famasaamica Molecular deBorn-OppenheimeiQuanticacomo um

caso particular ddinamica molecular adiabatidam muitas situacdes fisicas, a aproximacao

de BorrOppenheirmer quantica pode ser aplicada com seguranca. No entanto, em algumas
situacfes, como por exemplo, a transferéncia de cargas e reacdes de fotoisomerizacdo, a sepa-

racdo dos movimentos eletrénicosueleares ndo € possivel.

3.6 DM DE BORN-OPPENHEIMER SEMIQUANTICA

As aproximac0des adiabaticas e de BOwpenheimer nos permite separar os movimen-

tos nucleares dos eletrdnicos, ou seja, 0s elétrons seguem 0s nucleos sem mudar de estado
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guanticoengquantas nucleose movimentanem um camp médio gerado pelos elétrons. Esta
€ uma simplificacdo notavel, mas os calculos de dinamica molecular, considerando os recursos
computacionais de que dispomos, ainda € intratdvpréxima aproximacéo que famos €
tratar os nucleos como particulas classicas. Neste caso, podemos usar a mecanica classica para
descrever os movimentos nucleares.

Podemos obter a dinamica molecular de BOppenheimer semiquantica semiclas-
sica a partir da@inamica molecular de Boi@ppenheimeguantica aproximando a funcao de
onda nuclear.. =| P para o estad®usando o ansatz

-4 8 4mpQ 1Nk (337)

ondeo =| P representa a amplitude da funcéo de onda nuclear, a qual é considerada ser real
eo =| P T nesta representacdo pol‘érf.=| P representa a fase da funcéo de onda. Subs-
tituindo o ansat£3.37) em(3.36), obtemos

g0 dmQ 11
T o

J .
2 n 5 4pqQ 4Anio
o " 04 6 4qMQ

9 . . o Q i°
—n 0'Q !? 00 Q !° "QT—‘
cL T o

Q 10 08 0Q I

) £}
"QT_‘Q a9 T_Y-Q id
T o 0
Q

6 — nyQ 2 5 =" ny Q2 0pq 1hio
9 J
(0]

T 0O T 0O
— 1 0 non’y — non’y — O — %Y
cO o)
. Q : T Y
O — nvY oo Q !° 0— 0 — Q !°
2 o] T 0
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2
— 1 0 non’'y — non'yY- o0 — nv%Y
cL 2
(3.38)
0 . 10 1Y
— n Y Oo 99— 0 —O
2 T 0 T 0

Para naassobrecarregaa notacdo das equacdesjitimos as variaveis independent}ese 0.
Dois numeros complexos séo iguais se a parte real e imaginaria de um for igual a parte real e

imaginaria do outrorespectivamentégualando apartes reaisde (3.38), obtemos

o) 2 N 1Y
—n 0 ——— Y Oo 0 —
cO cO o)
y
6 Py awy 05 o Pauss
o) cD cD

Dividindo ambos os lados dessa equacampptemos

Ty P . . pno
; — Y @] —
T o 0 2 @ (3.39
Ilgualando apartesimaginaria de (3.38), obtemos
5
,‘in'c‘) n oty ,‘Lna n "y ,,L'c‘) no"y T—
i) i) i) 0
0
Pasny L5y T—‘
)] cL T o
1o P . . P . .
ﬁ l.)— n o n oy CTO n vy ™ (340)
Multiplicando (3.40) por g6 , temos
« 10 P . . . P . .
— - n n "y — nty
co o 5 co 0 & co T
B —n n
10 P .
— —n n
5 oty m™ (34)

A Equacadq3.41) pode ser resolvida usande@uacao da continuidade
T ”

— 1oLl m
)

ondeo primeiro termaepresenta a variagéo temporal de certa quantidade, como por exemplo,

a variacdo dalensidade’ com o tempo, dlrepresenta densidade de correnteomo por
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exemplo,L "1, onde” representa a densidadél @ velocidadeVamos fazer uma dise
dimensional dguantidadé "l. Suponha qu¢ ~——.

L I
b Y © Y

Portanto, a quantidadet 'l representa a quantidade de matéria que atravessa uma Secgao reta

de uma unidade de area por unidade de tempo.
A equacdo da continuidade é uma expressdo da lei de conservacao. Esta lei é muito importante

na teoria eletromagnética, hidrodinamica e difusdo. Agora, observe que

s.4ms 8 4 Mie 5 {p " h (342)

onde” representaamplitudeda densidadee probabilidade nucleaiSe identificarmos
o nvy .

com ofluxo da densidade de probabilidade; , onde Qrepresenta o estado quanticp

atomo,podemaos reescrevéd.41) usando a&quacdo de continuidad®mmo

X
T n oy ™8 (3.44)

A Equacdq3.44) é independente dee assegutrdocalmentea conservagdo da densidade de
probabilidad@.;l P s dos ndcleos na presenca de fluxo. A Equd8abl) pode realmente
ser usada para resolver a equacéo de Schrodinger nuclear.

Paraderivarmos uma dinamica semiclassica, a Equ#8&9) é mais interessante.
Lembrando quearu  ¢mHU  GgMHU @, entdo, anecanica quantica se torna classica
guando © TU Neste caso, a posicdo e 0 momento conjugado se comutam, ou seja, podem ser
determinados com qualquer grau de precisédo simultaneamente.

Fazendm © mna Equacad3.39), temos que

Tl P n "y o m™
e c0 (3.49)
Lembrando que a densidade de corrértelada pott "1, entdo
Lo 6 ny nvy
1, +— = — 04, n°ve (3.46)

oul n "Y.Em (3.46), usamog3.42). Usandq3.46) em(3.45), obtemos
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1Y p ) .
— b o4 347
onde
P
cb'_”_ 04 ©

representa a energia total do sistema. Impondo a conservacédo da energia do sistema, entédo

devemos ter

— Q¢ &8 o
T 0
Definindo uma hamiltoniana auxiliar como
Y g
O — O nh
0
entdo devemostef, n O 4 ,ou
3 04, no qo 8 (3.48)

3 representa a forga sobre o nu¢led ¢é a massa do nicleg|e ¢ a acelerag&o do nucleo.
A energiaO =| 0 é obtida resolvendo a equacao de Schrodinger independente do tempo e
n&o relativistica para algum estado quantiroas posicoes nuclearﬁzmo tempao.

=« o O4- o8
Neste caso, o0s elétrons seguaiiabaticament¢sem mudar de estado) os movimentos nucle-
ares. Na dindmica molecular de B@dppenheimer (DMBO) a funcéo de onda eletrbnica deve
ser minimizada a cada novo passo, para que 0s hucleos possam propagar na superfieie de Born

Oppenheimer no estad@

3.7 DINAMICA MOLECULAR TDSCF

Na teoria do campauto consistentgependente do tempo (do ingiésime Dependent
Seltconsistent Field TDSCF) mantemos a evolucao temporal tanto dos elétrons quanto dos
nucleos TDSCF(também chamado démeDependenHartree) € um meétodo variacional no
qual a fungéo de onda total dependente do tempo é aproximada por um simples produto de uma

funcdo de onda eletr@a e uma fungdo de onda nucleambas dependentds tempo
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Wk - P ATHPQ °h (349
onde impomos as condi¢des de normalizagdoipe MWpa ped.qdMps.{Ha p
para cada instante O fator de fas® 0 foi inserido noansatz(3.49) para que as equacdes
finais sejam mais simples. A funcéo de onda eletréniodp nado depende explicitamente
das coordenadas nucleaﬁ}e:e naoestarestrita a uma simples funcédo de base adiabatica ou
diabaticamas pode evoluir em uma mistura de estagpendentes do tempo.

A ideia é substituir o ansat3.49) na equacao de Schroédinger dependente do tempo:

s} S| . L Tw I

—"N —"N (V] Q———0

&> & Wi w D 5

O operadoy P representa todas as interagdes do tipo ekitiénon, elétromucleo e
ndcleenucleo. Com essa substituicdo obtemos

T

o . - 2
0 WP ..41P0
2 2 . ) . 5
—"N —n . -
& & G - MP..4TPQ 8
Desenvolvendo os termos em ambos os lados da equacéo, temos:
o) - LA WP o Q
0
« Mp.. 4 S0 0'Q °
° p A °
G »p .91
) e . . S
oo e MDD 8
Simplificando o term®~ ° desta equacéo, obtemos:
w 1 oD ‘ 14 ‘ Q.
o) 5 LA P — 5 >n>...4rp500
O . b A1
ch Wb .9 (3.50)
2

" QM e P48

Multiplicando a esquerda pot =| o e integrando sobre as coordenadas nuclelarelstemos
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"QTb'ﬁ hoTbQ4->rp O o« WP
> . )
G
2 2 " - .
L4 @ worf AT+ D
Rearranjando oermos, temos:
-l D d ‘
e w7
: 3 . < .
ZAm " W . ADY - M (3.51)
4rp

CRR Y Qf - Wp O 0. M

A Equacdq3.51) descreve o movimento eletronicdo adiabaticoMultiplicando a Equacao
(3.50) & esquerda pelo complexo conjugado da funcéo eletréniodd e integrando sobre

as coordenadas eletroniogobtemos:

. ;] oD, ‘ - NG 11
] obﬂ)Tbe..;II’p D MO
< P bﬂ)Qb...=|rD500
G A e
<" P 2 _n O e P> .48

ch

Lembrando que as funcdes eletronicassfmormas, entdo obtemos

D oD T?'Q» LA TTL? -4 -0 o
0 ‘
an A
P cod_n o - .48

Finalmente, rearranjando os termos desta equacéo, obtemos a equacdo para a movimentacao

dos nucleosle modondo adiabatica
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ol A 0 ‘
0—3 " A4
.t P C°d_n GW - P> .4 (352
G 'T'?m Am 0064

Aintegral .2 41 ﬁﬁ{ em(3.51) e aintegral * * »p —O»em (3.52) sdo ima-
ginarios putos. De fato, com® »p > MPa p, entdo
T . i | X X T X
T—>0(' D2 Mpa g5 M e D b e MWD
. ’r“) TT—\IQ ’r“) . ’r“) TT—\IQ ’r“) its]
Portanto, devemos ter

1 ‘ T .
o’rpT—>o’rp o’rpT—>o’rp8

O que mostra que esta integral € um imaginario fRemonstracdo similar pode ser feita para
T .
i) T .4 8

Os produtode_ «* wp —Lwed .2 41 ﬁ(){ s8o, portanto, quantidades reais.

Multiplicando a Equacé(8.51) a esquerda per® »p e integrando sobre; obtemos:

o oD T A
(0] ﬂprQ>Q...4rpTOQ:| 0 o
z =| O 4 O
¥l TN
G o w0y
Cp . 4= R e PP ©8
ou
9 ot p P o g ..Z.=|rq‘nT 4rszi 0 0
T o T o
(3.53)
TP LI = o MP.AHBY O
Aqui, = >F1=| representa o hamiltoniano total do sistema, o qual € dado por
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. 2 2 L
= b cé(_n CTQ o 8
O mesmo resultado poderia ser obtido multiplicando a esquerda a E¢Ri52gpor ..’ =| )
e integrando sobt#s. A Equacad3.53) imp8e uma restricdo sobre os dois fatores derivados e
a faseO 0 da Equacad3.49) para que a energia tof@do sistema seja conservada. Existe
uma certa arbitrariedade na escolha do fator de fase, desde que a Ejb3dcseja obedecida.
Neste texto, vamos seguir as definicbes adotadaB. eerber ou sejap fator de fase é defi-

nido como segue:

0 o DA = o AP N (3.54)
0 ° ..Z.=|r;‘)T Tzlgpfz:ih (3.55)
06 @ - wWp 'T'?ms (356)

= representa o hamiltoniano eletrbnicOa energia totakEssas definicdes satisfaz€ab3).

Usando estas definicdes €8b1), temos:

o 0 0 .o
o a P
A C?o_n G Aol -
0 ..Z.=|rq‘3T Tzl(?gg « P O 0+ Mph
A qual pode ser escrita como
al PP 9 ‘ . 9 . ‘
0 o cd—n. 1) A CTn LAY o M
A G Aol - W
ko] ..%4rpT T=|£DQ| - Mp O 0. MPh
ou ainda,
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q 2P 2 newp iAm o Al -

T 0 ca

2Am > Ao e idm A

Os temos dentro da chave do lado direito desta equacdo somam zero de acordo com as defini-
cbes(3.54), (3.55) e (3.56). Pois, a energia cinética nuclear mais a energia eletr@ica
cancelarrse com a energi@total. Consequentemente, podemos escrever

gl P 2 0w LA ok 4Ol - WP8 (357

T O ca

A Equacdq3.57) mostra que os elétrose movendiabaticamentépoise »p é represen-

tado por uma mistura de estades) um campo médio formado pelos ndcleos. Usando as de-

finicbes(3.54), (3.55) e (3.56) em(3.52), temos:
"QT A 2 Elr)

T O cO

z \} o ’ ' ) " \
1) —n @R e PO A

o ca
V; , o
9 o7 WP 'T'?)'Q» .4m 0 o.4dmhA
o] AP d : - - . :
(¢} 14(‘) cTn i) TP = R e P41
éy T D fY .

Q

onde= »A| ¢éo hamiltoniano eletronico dado por
- 9 -
= ——n 8
i = i
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Os termos entre parénteses se cancelam e a equacéo pode ser escrita como

LA 2 )
(3.58)

«C Pz R e P> ..
A Equacaq3.58) mostra que os nucless movimentanem um campo médio formado pelos
elétrons. As Equac0€3.57) e (3.58),

BRERE 1) 9 : : [ o . -
L4 ) : - - . :
Q% cTn LA TPz ] e P> ..AD

sdo as equacles acopladas fundamentais do método TDS@Fetrons moverse em um
campo médidormado pelos nucleos e 0s nucleos mowenem uncampo meédidormado
pelos elétrons. Estas equacdes sao resolvidas autoconsistentemense, patanto de uma

teoria de campo médio

3.8 DINAMICA MOLECULAR DE EHRENFEST

A dindmica molecular na aproxima¢cd®SCFtem sido largamente aplicada com su-
cesso a processos ndo adiabaticos para sistemas contendo poucos atomos. No entanto, devido
ao custo computacional, a aplicacdo da tebb&CFpara sistemas grandes esta fora de cogi-
tacdo. Como foi feito para a dinamica de B@ppenheimer, vamos tratar classicamente a
movimentacgdo nuclear e quanticamente a evolucéo tengowralétrons

Na dinamica molecular dehrenfesta funcéo de onda nuclear € aproximada usando o
ansatz

-4 8 4rp ik (359
ondeo =| D representa a amplitude da funcdo de onda nucl‘e(aha‘) representa o fator de
fase da funcdo de onda escrita nha forma polar. T(?ar#[ﬁb quanto“Y=| M sao fungbes com
valores reais. A ideia é usar este ansatz na fung&o de onda nuclear da dindmicaER[D&CF
¢a0(3.58), para obterno limite classico, isto €, quandd® T, as equacdes de Newton gpar

movimentagao nucleaubstituindq3.59) em(3.58), obtemos
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T O=||'D§§ in

2 4n
o " 64mpe

P ] e p>ILHT N8
Desenvolvendo os termos, temos

T0=|FD
T

Q@ P

@4"] QO:Irpo TO@#"]

S oA T N s qmn YA 0

o4 B SB a4 Lo 1
<= | - p o4 T N8

Dividindo tudo porc2 AN , temos:
o 011 T YD

o T o

64

Q
S oA s dm v S
(3.60)

o
64t VAM 5 64 A >

ctp= p e P >OHS8
Igualando apartes complexa de (3.60), temos

LoAR Lasdmivn Lodm o vm 6

T 0 0

Rearranjando os termos, obtemos

rodm p

T o 0

v 5 dmpn Y4 c%aﬂbn%lrb T (361)

Agora, gualando apartes reaide (3.60), temos
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) o . P . \ . )
CT”():IFD CT0=|rD” Y4 b

< wp= R e P> {ME

Rearranjando os termos e dividindo par =| M, temos

T ™M P ulm - - .
— N . = .
o o YA Wh= M| . PO
W] (362
, pnoqm,
SUNCEIT
No limite classico, isto €, quandd® T, obtemos
T ™M P i Ly - .

T\db o " Y4 P b= R e P> T8 (3.63)

Identificando " "Y4IH com o momento do nuclea , ie, Ekn Y4 e

A E >Fr| « MDD 'QO»com a energia potencial, vemos guexpressao
P

cTrlyzin‘) .Z)FT:): bﬁ:{' P Q>

representa a energia to@do sistemaou seja,
p [ \ z \ > )
T oY p = ph e MDD
"E z \ g N v
T TPz d o P> 08
; »
Impondo a condicdo de que a energia total do sistema deva ser consauveeja, que a

energia total deve ser constamietemos
I LT,
T o

ou

De acordo com a mecanica classica de Hamilton, tepms
b ono s
ou
N L T N L (364
ou
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: o= M - MR8 (3.65)

Em (3.65) tornamos explicita a dependéncia paramétrica debre as coordenadas nu-
clearesA Equacao(3.65) descreve a evolucdo temporal dos ndcleos classicamente, ou seja,
usando a segunda lei de Newton. Observe que os ngelewsvimentanem um carpo médio
formado pelos elétrons; isto €, o valor esperado do hamiltoriandNa dinamica de Ehren-
fest, os elétrons sdo descritos quanticamente pela a EqG&¢8o

] P 2 -, s e . -,

No entanto, esta equacgao ainda depende da funcéo de onda.mu|dR‘aarContornamos

essa dificuldade, substituindo a densidade nuclear
s.q4Ms

no limite classico, isto é, quandd T, na Equaca@3.57), por um produto de funcbes delta

de Dirag isto é,
14 90
centradas nas posi¢cdes nucleares instantaneas dadas pela E3j68cau seja,
4 .Amol 4 o8
5

Aqui, estamos pensando nos nucleos como entidades poigimaé posicdes classic&dom
esta reducao, a Equag@b7) pode ser escrita como
R i 0 S -
O —N o hh 0 e ho
s & i i o
« D . .
"@TT—'H:L = b - AN (3.66)
onded representa as coordenadééssica dos nlcleos. Na dinamica molecular de Ehrenfest,
a conservacao da eneri@ie dada por
"E z L 1 N
O primeiro termo do laddireito € a energia cinética nuclear e o segundo termo € a energia
potencial do sistema.
Impondo a condi¢do de que a energia total do sistema deva ser conservada, podemos
obter & Equa®es(3.64) e (3.65) derivando(3.67) em relacdo ao tempwusando a regra da

cadeiaou seja
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|
2
—I| — =
Q-
»
3‘(
k-2
2
a(

T O cO
oo 5 - i
confio = R s el
1 b ols R - i

(3.68)
Na obtencéo do resultado anterior, usamos o fato d®qu€, pois os autovalores de ope-

radores hemitianos séo reais e que
L wffo « »nffo «onfio e s R
pois as fungdes MY MO sdo ortonormalizadas a cada instaAtém disso, temos que
.>r1=|Fx‘3TT—6>ﬁ|.>rﬂFb J,« o= R - iR
Usando este resultado €8168), obtemos

1 |t 4, = o - D m

10 4,
(S G

O que resulta em

X
1 g<
i 1
-3
L
x
| 3

|

F = M - DA
gue é exatamente a Equa¢asb).
Umadas técnicas usadas na implementacao da dinamica de Ehrenfest consiste em pro-
pagara funcac >H=| I , resolvendo numericameraeEquaca(3.66) ao longo datrajetorias

classica obtidas a partir daEquagaq3.64):
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P LAY

T O
R LRI i Y
Nesteprocedimento ndo ha necessidadexjgandire >H=| D emumarepresentacaadiaba-

tica. Em algumas aplicacGeso entantog interessante expandir H’ﬂ i em termos das fun-

¢cOes de base adiabética,
® bFﬂFb &)b%o H}I b Fl (369)

onde %o >r1=| 0 simboliza {ésima superficie de Bot@ppenheimerSubstituindo(3.69)
em (3.66),

-@% C i Rl
obtemos
"QT B (I)(‘)%o‘ i o
T O

- W Ho% w0

| DO0% Ml O DO% MY o = o]  DOo% i o 8

Multiplicando a esquerda pelo complexo conjug#do e integrando sobre as coordenadas

eletrbnicas, obtemos

o) DO % %o B> DO % %o O DO % = ] % O

o) OO0 ®O % N %4, > DO % = M % O

BOO B ©od, % T % >
(3.70)
DO % = i % 8
O lado direito d€3.70) pode ser diagonalizado de tal modo que teremos apenas 0s termos da
diagonal principal, ou seja,

DO % = M % > DO % = M %o > ©OJI 8
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Rearranjandos termosle (3.70), obtemos
POO wOoJ Q w0 =| , %o bﬁl 0 N %o Pﬁl o > (3.71)
A Equacgadq3.71) pode ser integrada usando, por exemplo, 0 método de Ruutigen re-
fere-se a derivada em relag&o a coorderjaddo ntcleo ed , é a derivada d&, em relagéo
ao tempoA integral no segundo termo a direita(8&/1) é o termo de acoplamento ndo adia-
batico.
Para obtermos aquacdo de movimento classidos nucleos primeiro derivamos a

Equacéo
% M = MR %o . T

em relacdo ao tempo, isto é,
L TT_() % o = M % O
% Y M % > % MY = PR %o O
% Y M % >

% = MR %o > %o

PFF' %0 'O

%o

W N % {0

4. U % % O 4 % N % O
% = ] % O

4 % N % O 4 % % O
% = | % O

4, . . % N %o > %o M %o 8

Rearranjando os termpsbtemos
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% = W % O T; 3] . . % N % 8 (379

Usando a regra da cadeia do lado esquerdB.d8) obteremos, para o lado esquerdae-

guinte relagéo:
% = M % > % = ] {,% O
4, % = MR %o > 4, % N = ] % O
4, % N . % 8
Usando este resultado €B172), obtemos

4 % N . % O T“T—jq 9. . % N % >

4 % N . % > n. {4 9. . % N %o 8

Simplificandod , temos

% N . %o > . ] . . %o N % 8 (373

Substituindd3.69) em (3.65), temos

3 G o% MY O = Y DO% MY o >
Sono %% Mon= o % Mo > (3.7

Usando(3.73) em(3.74), obtemos

3 Somo . {7 . . % N % O
WS N =|
BGoOo®Oo. 94 « 4 % 1% 8

ou
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7 WS M. T Godo. 4 . 4 % 1% 8

(3.75)
O primeiro termo da Equac#8.75) é a forca média dédo acada superficie de energia po-
tencial adiabatica e o term®s é o pesalessa forcdevido & ocupacao do estaf® segundo
termo descreve a mudanca de amplitude depéede tempo, ou seja, é a forca efetiva sobre
as particulas classicas devida as traesightre os estados adiabatiéste termo tem que ser
incluido para que haja conservacdo da eneRgincausa das misturas de estados observadas

nas equacog8.71) e (3.75), as quais, pocomodidade, as reescrevemos aqui,

VOO oI B Dod, % Ml on % Mo >

3 g:_)s rl‘u =| SOMO. =| w =| %o n % O»8

(3.76)
a dindmica de Ehrenfest ndo € reversivel, ou seja, o sistema podesmieraruma superficie

de BorrOppenheirmer, evoluir por algum tempo nesta superficie e depois pular para uma outra
superficie e continuar nessa superficie. A reversibilidedée casado ocorreOs elementos

da matriz de acoplamento ndo adiabaticos que aparecem nas e@@aéhes
% MY O N % MY O O

devemser avaliadoa cada passo da trajetdria ao longo da superficie adiabatic®s coe-
ficientesw © sdo obtidos por integracdo numéricg3iel), e a trajetoria classica é obtida
autoconsistentemente (&75).

Na dinamica molecular de Ehrenfest, a fungéo de end&| i eletronica é minimi-
zada uma Unica vez e depois, sem perturbacédo externa, € propagada nsaEntendstado
fundamental. O hamiltoniano do sistema depende do tempp GiaComoos elétrons s&o
muito rapidos, o passo da @mica deve ser bastante pequeno. Na préaticeseusaloreen-

torno derép @ 0. & dinamica de Ehrenfest, usando as equag6es de movimento

° P o) .
el P D e wp @ W 0. P8

T 0 ca
g oo« = MR e PO TP = R o MPON
constituem o limite classico das equacdes TDS@Emesido aplicadas com sucesso no estudo

das colisbes e espalhamento.
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3.9 DINAMICA MOLECULAR SURFACE -HOPPING

Como visto anteriormentea dinamica molecular semiclassica nucleos seguem al-
guma trajetérial 0 no espaco de fasem que sapropagaos usando a segunda lei de New-
ton, enquantoos elétrons seguem o0s nuclepsanticamente, ou seja, usand&quacéo de

Schrddingedependente do tempo

- W os o -'@TT_g.qqoaa @77
onde a notagé¢ 0 significa dependéncia paramétridga funcdo de onda eletronidaxpan-

dindo a funcéo de onda eletronitarepresentacao adiabaticdtemos
oo o hoe sl o Q3 1 8
Substituindo esta expafis na Equaca(B.77), temos
= W o  Hoe o Qr 0, Goe »foQs 1 8

Derivandoo lado direito em relacdo ao tempo e multiplicaaésquerdgelo complexo con-

jugadoe “ e integrando em relacé@s coordenadas eletronicas, obtemos
Hoe Mo = o o QF
| hoe o - o Q7 1

Goe Mo o o QF
Goe. o o Mo SQO'QE»=| 8

Usando o fatae que as func¢des de onda eletréadiabaticas sdo ortonormais, temos
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Dividindo este resultado p&? > 1 , obtemos
T N o, T \ "Q?‘ N TN ™~ \ " \ v —
® 00 WHO -0o00 o+ M O « O QF 8

Rearranjando os termos e simplificando, obtemos

- - S, Te o -
w0 DO« MO 5 Q> h (3.78)

onde fizemos k1T« jT 0O termo

Te o0

. ¢
o T O

é o termo de acoplamentdo adiabaticdOs coeficientes da expansiaod podem ser obtidos
integrandd3.78). O quadrado do méduj@d o s , éinterpretado como sendo a probabilidade
deencontrar o sistema em um estado adiab&dem certo tempa.

Diferentemente do método de Ehrenfps¢ procura calcular a melhor trajetéria como
uma média de estadasmétodo desurface hoppingalcula muitas trajetorias difereniesra
obter uma média estatistiddo entanto, a cada momento o sistema se progragam estado
adiabaticos puro, 0 qual é selecionado para propagacdo de acordo com sua populacdo
% 0 S . Mudandoa ocupacdo do estado adiabafiesultara em umansicdmao adiabatica
entre as diferentesuperficies de energia potencial adiabaticas.

O algoritmo chamado deewest Swithes Surface Hoppin@SH) foi proposto com o
objetivo de minimizao niumerade saltos dasuperficieenquanta populacdo meédieorreta
do ensemblseja garantidem qualquer tempoagsimulacao.

O método FSH pode ser derivado como seguen8eja numero total dérajetérias e
0 o numero de trajetérias em gue o0 sistema esta no estauntempad. A probabilidade de

o0 sistema estar no estado, no momentm, € dado por

L 0 .
0 —h
U

145



onde” 0O édadopof O @ 0@ O.Um elemento genérico desta matriz seriaogdad
por exemplopor” o 5 6@ o .Depois de um temflo pisto €0 O | Pa nova pro-
babilidade de ocupacéo sera dada por

0 O

" oee 0)

Suponhaquéd 6= 0O O,ousejal 0 O O T Portanto, 0 niUmero minimde
saltos do estado para qualquer outro estado excitadb é0 0 0 10 e zero saltos
de qualquer outrestado para o estado. A probabilidade) oD | Opara a transicdo do

estade para qualquer outro estado no intervalo de terdiio | Osera dada por

<-| 6 ” (‘) ” @ ” <-| (‘)

0 o 0 — ‘ h 3.79
16 = — ,, (379
onde a derivada foi calculada usando a férmula
” @ ” b
” - :)
1 0O
Reescrevendd , temos
Q .. . . . . .
" aooooo SO GO SO Ed cPG® 8 (3.80)
Inserindo(3.78) em(3.80), obtemos
. . y e »H O _
" CPG Do+ MO T T'h=|0 Q53

v . Te o _
CP BOMO ¢ MO T’hzio Q>

ch o DFFI(‘)T.T*FIO'QS»

o

¢P " e+ O 1= 0 Qo (3.81)

T O

Substituindq3.81) em(3.79), obtemos
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CPB” o o T'h‘lo Q5 10
0 oD | O 0

(3.82
A Equacdo(3.82) mostra que a probabilidade do sistema saltaestados para qualquer
outro estado no intervalo de temghd | Odependealas probabilidades de todos os outros

estados, ou seja,

~ ~ ~

U a0 1 O 0 oD | B

Portantode acordo con(3.82), a probabilidade de transicdo entrestade e o estade ¢é

dada por

CP” o YO r T>h=|o Q > 10
o 9 o

C

(3.83)

Uma transicao entre os estadoses sera executadse

0 , 0 h
onde, é um nimero randémico sorteado emtrep e0  é a soma das probabilidades dos

primeirosé estados,

C
C-
oc

Observe qué3.83) também depende das velocidadesatomos:

P” + 1 . 40Q5 10
5o 1o * 5 e

E importante notar que saltos que ocorrem na regido proibida, ou seja, saltos que ocor-
rem na regido em que a energia total do sistema é menor do que a energia necessaria para

realizar o salto sdo descartados pela dinasucice hoppingNo entanto, este tipo de salto
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parece que ocorrem com bastante frequéncia devido ao fenbmeno quantico de tunelamento.

N&o devemos esperar que uma teoria classica seja capaz de capturar fenbmenos quanticos.

Regido proibida classicamente

Salto frustrado

Energia

Figura3.1 Representacdo esquematitaadinamica de surface hoppiagtre duas superficie
de energia potencial (linhas pretas). A linha rosa indica a trajetéria seguida pelo sis-
tema. Inicialmenteo sistema se propaga na superftcie Apds algum tempm sis-
temasalta para a superficte e continua nesta superficie até que salta de volta para

a superficie , de acordo com a equacgh84). O terceiro salto é frustrado (proi-
bido), pois cai em uma regido em que a energia do sistema € menor do que a energia
necessaria para o salto.

Esta € uma das limitacbes do método.

Para que haja conservacédo da energia apos acfargsitre os estados, as velocidades
dosnucleos, apds o salto, devem mmmrscaladas. Em geral,reescalamento das velocidades
se da na direcdo deetor deacoplamento diabatico n e« (ver Equagédd3.75)). Uma
justificativa qualitativa para esta prética se deve ao fato dasquantribuicdes ndo adiabaticas
as forcas de Eherenfest se da na direcdo do vetor de acoplademrtdiabaticos 1 e
As descontinuidadedas velocidadesas transicdes entre as superficies adiabaticasosdo
derada como falha do método de surface hoppirgm muitas situacdes fisicas, transicdes
diabaticas entre superficies adiabaticas s6 ocaroemseparacdes relativamente pequenas
tre superficies de energia potehcRortanto, o ajuste necessario das velocidédesativa-

mente pequeno.

3.10DINAMICA MOLECULAR DE CAR -PARRINELLO
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O principio da acdo minim&, que € um postulado da mecanica classica, afirma que a
trajetéria seguida por um sistema fisico é aquela que minorfimacional é acad’yY ou seja,

gue a acao dada por
Y4 o fld okl «Qb
sejaminimo. fl representa hagrangianalo sistema de particulas definida por
" P. . ~
fl — h
1 0K « <Y {1 ©4 (3.85)

onde=| representa o conjito das coordenadas de todos étom{)s representa as coordenadas
do atoma . O primeiro termo do lado direito ¢&.85) representa a energia cinética do sistema
de particulas e o segundo termo é a energia giatato sistemalevida as interacdes entre as
particulas Observe que hagrangiana funcao d@l e=| , OU seja, das posicdes das particulas
e de suas respectivas velocidadekagrangiana é assim definida para que se possa recuperar
a segunda lei de Newton pela minimizacdo do funcional da @gdanto estacionario do fun-
cional da acéo € obtido usandB@uacaale EulerLagrange

Q Tl Tl

Qoid 19 2 (3.86)
Isto significa que de todas as trajetorias possiveis que ligam os ﬁobtose=| 0 ,atraje-
toria seguida pelo sistema é aquela obtida resolvi8ig).

A ideia de Robert Car e Michelle parrinello foi propor uma lagrangiana estendida escrita

na forma
f §a=| ‘& o o R & &5 o = R 5 W 6

I Qi QN EEQME Of 01 @ Qe & i

(3.87)

Obsere que fl & fungdo ded ohd ohe »f P » e O ou seja,fl

fld oRl of »3 P w3 M. O primeiro termo do lado direito d@.87) representa a
energia cinética nuclead segundo termo foi uma adicgit hoce tem a funcéo de propagar a
funcéo de onda eletrbnica. Este termo é, geralmente, chamado pelogiéisoesgia eletro-

nica ficticia. O parametrb € chamado deassa ficticisou parametro dadiabaticidade ou

ainda deparametro de inérci@ tem a funcdo de manter a fungéo de onda otimizada na super-
ficie de BornOppenheimedurante sua propagacao tempofalterceiro termo representa a
energia potencial do sistema. Podemos, adicionalmente, ter um terestrigdo holonémica
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sobre o0s nucleos e/ou sobre os orbitaiorﬂ . Lembrando queestricdo holondmica uma
relacdo entre as coordenadas (e possivelmente do tBntpe pode ser expressa como
A M M ERRD 1 onde 03)@sdo as coordenadas necessarias para desosesiste-
mas

O ponto estacionario dancional da acéo
Y fidon ob s B R HQO
pode ser obtidoom ajuda das equacOes de Ellagrange
Q 1l Tl o Q1 T Al
Q(‘)T:l I|'=| QOT e’ e
Inserindo(3.87) em (3.88), obteremos asquagdesle movimento da dinamica molecular de

o (3.89)

CarParrinello:

04 vz o= s 30 TT—zl‘.-Qiébai"@aoamoami

‘ 1
S

Em geral, ndo adotamos nenhuma restricianm@smentacdes nucleares. No entanto,

w3 e jj.z‘l Qi &8 '@ Gd 1 H'08 & Qi

com o objetivo de facilitar os célculos, impomos uma restricdo de ortonormalidade nas funcdes
de onda eletrbnicas, isto &, « 1 . Estarestricdo pode ser implementada usando os mul-

tiplicadores de Lagrange:

'S o o "l T[ﬁ

h

onde osy representam os multiplicadores de Lagrange. Com esta restriggoarzgianale

CarParrinello é dada por
f 504 ‘oo g o & 3 R = oeh] 3

' o o °| 8

h

Usando as equacdes de Edlagrange para minimizar o funcional da agao dessalagvan-

giang
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04 o3 =g 3 (389
‘ ] .
. j.z3’r’|”| -'Q*FI 3'r’|‘| ¥ o H’ﬂ 8 (3.90)

Por razdes de dimensionalidade, a massa ficticia tem unidade de energia vezes o tempo
ao quadrado, isto &pi 01 W ponden 0 significa unidades atdbmicas de tempo. Uma
unidade atdmica de tempo equivale.e2418884326505 s é definida por

o 10 a0 x
ou

y ) pgtuTLvx p@ L] R "
O TT®LVLWXTTEWTO 8 pUuwyTopg

ondes Q¢“, O é aenergia em hartree ¥é a unidade de tempAs equacde$3.89) e

(3.90) séo as equacgbes fundamentais da dinamica molecular-dRaeello.

3.10.1 Teoremade Hellman-Feymann

Podemos usar a formu(&.101) para calcular as forcas sobre os atonsendo, por
exemplo, o método das diferencas fintastradasMas, o calculomuméricode(1.101) écom-
putacionalmente caro méo acurados o suficiente para a simulacdo de dinamica molecular.
Uma melhor opc¢éo seria usar o teoremaldémanFeymann

Considere um conjunto dencdes de ondg >r1=| gortonormaisou seja,

- - | 1 8 (3.91)

Derivando(3.91) em relacaaas posicoes nuclearés obtemos
r1:| . ;ﬁl . Fﬂ‘l T

e R o Y « i e Tt

e R o Ry - o nge w8 (3.92)
Agora, para o caso em qif2 "‘Qpodemos escrever

tge »Rf @ Al & & e 9uye R B (3.93
Este resultado mostra que o conjugado hermitiano do operador difehe_|néialﬂ4 . Usando
(3.92 em(3.89), temos
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0 1 o3 oM = My 3 R
43 Wi = Rl 3
300 = e 3
3 = M g 3 e
ony 3o 3o 3R ny= R 3
O 3o 1y 3
onyz e 3y 3o 3o
300 4= M 3 e
30 ny= b 3 h
onded representa as coordenadas do nicleo operador i & hermitiane, portanto,

os seus autovalores sdo reais, ou $8ja,'0. Em resumo, o teorema de Hellnmafeynman
diz que a forca sobre o atom@ode ser calculada por

7 04 3 = M 30 8 (3.94)
No entantoesteteoremaso se aplicade modo exato quand® >r1=| for a funcdo de onda
verdadeiraou uma funcdo de onda estacionadamo a funcdo de onda Hartieeck, por
exemplg se um conjunto de fun¢bes de base completo for uSadwo, ngpratica o conjunto

de funcbes de base nunca é completo, entdo temos que aslirmos adicionais

n3 ey = s 3R ez »Y = R n 3 M3 ,explicitamenteNeste caso,

suponha, por exemplo, qgetenha sido obtida parm determinante de Slatgr  pj V1€ A0S
onde%ode representan os orbitais moleculares. Estes orbitais sao, geralmente, expandidos em

termosde funcdes de base, ou seja,
%o ®Q | 8 (3.95

As funcbes ddaseXo podem depender, explicitamente, das coordenadas nucleares, como € o
caso das fungdes de base centradascoordenadag — dosatomosNeste casms coefici-
entesd carregam uma dependéncia implicita das coordenédasjos atomodsto significa

gue devemossperaduasnovascontribuicfes adicionais forcas logo de icio, ou seja,

%o yd "Q ph ®14°Q »hq{ 8
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Agora, inserind@ expansa¢3.95) em(3.89), obtemos, além da forca de Hellmargynman

duas otrasforcas

0 N0 = .0 "0 = - n 0o (3.96)

O nooT e &) (0[5 nToe &) ovh (3.97)

onde’'O e"O representam, respectivamente, as for¢as devidas a incompleteza das funcdes
de base a falta de convergéncia dperador da energpotencial Como veremaso proximo
capitulo,w depende da densidade eletrdnica, a qual deginfisncdo de onda. Se a funcédo de
onda é incompleta, entdo o operador da energia potencial taiicbéntompleto.A compo-
nente’O também é chamada flercadaincompleteza da funcdo de on@iBS do IngEs)
forca da funcéo de ondau forca de PulayPortanto, quando conjunto de funcdes de base é
incompleto, a forca sobre o atomgode ser decomposta como
o 5 8

A forgaq desaparece se a autoconsitéficiaatingida exatamente. Se o conjunto de fun-
¢Oes debasefor completo, entéo a forgp  também desapareddo caso de usarmasdas
planas como funcdes de base, como elas ndo depeladgrosicdedos atomogspois sdo sem
origem, entdo faforcas ddPulay desaparecem, mesmo se usarmos um conjunto limitado de
ondas planas claro queo nimero de fungdes de ondas deve se manter constante durante a
simulacdoSe o nimero de ondas planas variar durante a simula¢édo, como d@e&asemble
NPT, entdo devemos incluir correcfes devido as forcas de Ruléna vantagem das ondas
planas é que nao exigieerro devido auperposicadas funcdes de base (BSSh)is as ondas
planas, por ser searigem, distribem-seuniformenente por todo o espago da caixa de simu-
lacdo. No entantquando usamos funcfes de base centradas nos a&tomos, como as fungbes
gaussianas, por exempbtevemos incluir as correcdes das forgcas de Pulay explicitamente nos
calculos.

As forcasq s6 desaparecese a autoconsténcia for atingida o conjunto de fun-
¢Oes de baser completo. A autoconsisténqgimde ser feita tdo pequena quanto desejarmos,
mas sempre hav&eruma forga residuaNo casodas dinamicas de G&arrinello e Ehrenfest,
a funcdo de onda é minimizada uma Unica e/elepois é propaganda durante a simulacao.
Portanto,as forcas devidafalta de consisténciga  se torna irrelevante nestas dinamicas.
Ja na dinamica de Bof@ppenheimer, a funcédo de onda € mizada a cada novo passo. En-

tdo, as forcas se tornam relevantes e devem ser incluidas nos célculos das forcas.
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3.10.2 Car-Parrinello dentro do formalismo de KS

Nosso proximo objetivo € desenvolver o primeiro termo do lado direito da Equacgéo
(3.90) dentro do formalismo de KheBham. A energia do sistema no formalismo de Khon
sham é dada por

o » YT 0" O "p» O " »8 (3.98

Na Equacad3.98), 0" » ¢ o funcional da densidade da energ¥d; » € o funcional da
densidade da energia cinétjfz@ra um sistema nao interagenit& » é o funcional da densi-
dade da energia classica de Couloi@b;” » € o funcional da densidade da energia ndo
classica, ou seja, a energia de troca e correl&do; » é funcional da densidade da ener-
gia devido ao potencial exterdo» . Reescrevendo a densidade de probabilidade eletronica

" » em termos dos orbitais, na Equa¢a88), temos

p p ” > ” m

O« » T - e p B - — W O " »
C > e
e p O
«f p Pr > O
q
P e 2ot b rOe
C . i
h
cfrt e > i tree »O»8

» e » representam as coordenadas dos elépang, respectivamentdzsta Equacao pode

ser escrita de modomplificadousando a notacdo de Dirac:

aEQio  dg sa agtsth

h

O » [0 (G160

N O

ondedefinimos

gk «° » gn « » O»h
AR " » ¢ » e e » O>OMhH

0§ S@k <" » £ » e« » >N
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sk <" » 1t » o » 8

Derivando este funcional em relacéo ‘a obtemos:

o » N . 5
‘]? [6.10] dgQ + s@ 1sa Q Qlﬁ Q t ts@
= >ﬁ=| 03]
Portanto,
o » . .
17;77—- = o 9 & (3.99)
onde= >F1=| € 0 operador monoeletronico de KhShamdado por
- % 5 N o " »
S o o0 t+ + En 08 1——7——— t»8
! q & »s I 2

Usando(3.99) em(3.90), obtemos a Equacéo para a movimentacao da funcdo de onda eletr6-

nica dentro do formalismo da teoria do funcional da densidade:
e = o R d v 8 (3.100
As equacdeé3.94) e (3.100), isto é,
‘o - W 9 G v oo
R EE

sdo as equacdes geralmente usadas nas implementacfes da dinAmica molecuRardie Car
nello.
Note que se a massa ficticidor nula, entdo a Equac&®.100) reduzse as equacdes

monoeletrbnicade Hartred~ock:
= o o a v o Y N

ou seja, o método de GRarrinello pode ser visto como um método de otimizacdo da funcéo
de onda.
Usando o algoritmo de Verlet, Equagqadd@7), podemos obter uma equagao para a mo-

vimentagédo dos orbitais:
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07 @ ¢ 0 @ O 1 O —17 oh (3.107)
onde O 1 @é afuncdo de onda eletrénica no instanté @& "O é forca no orbitat

no instante. Usando(3.100 em(3.101), obtemos

= 'h:i"h:igael‘oﬁ

? 0] W@ ¢ 00 9 O | A (3.102)

onde = DFFI >F1=| 9@ Qrepresenta a forga no orbit@lada no temposem a restricdo da
ortonormalidade. Os orbitags 0 | &preditos devem ser corrigidos devido a restricdo da

ortonormalidade, ou seja,

2 01 @O 9 07 .. 2 0O (3103

onde a matriz.. 1 0j‘ ¥ contén os multiplicadores desconhecidos de Lagrange de-
vido & imposicéo da restricdo da ortonormalidade sobre os ombitais | & Substituindo
(3103 em=e O 7 0 O ] O | ,obtemos
* 0] 0 01 0 L1
& 07 ® Be 0..92 07 & B..2 00 ] T

G 07 ® O 7 O G 097 B .. 00 Be 0..9 0] &

Definido
& 0 1 ® O ] ko
e O 0 ] O0kO

¢ 01 ® O00ko (3109

Usando estas definicdes em
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e 0 O .. .. 1 T
h
obtemos
0 0 o 1 T
Temos que.. ..., pois s&o reais e simétricos. Logo,
0 o .. ..0 1 T

Colocando esta Equacéao na forma de matriz, temos
A AR AQAnAQR £ 8

Esta Equacédo pode ser resolvida usando o método do ponto fixo. Para isso, vamos somar e
subtrairch, isto é,

¢ch ¢h A AR AAAR E
i A AR AR

E AR & A £ AN N 8
O célculo pode ser inicializado fazendo

€ A8

Yol ko)

n
Comn calculamog3.103). As matrizes A e B s&o calculadas usando as defin{GiE34).
Desse modo, em processo iterativo, obtemos uma nova Ka@iprocesso se repete até que
se atinja uma convergéncia, que em geral@ d@ 1 com um namero de iteracdes que varia
de 4 a 6. O calculo das velocidades dos orbitais, as quais sd0 necessarias para o calculo das

energias cinéticas ficticias, sdo calculadas usando a equacédo das velocidades do algoritmo de

Verlet, ou seja,
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3.11TERMOSTATO DE NOSE-HOOVER

O termostato de NoséHoover € um método deterministico (em contraste com méto-
dos estocasticos, como o termostato de Berendsen) que promove uma extensao do espaco de
fase do sistema ao introduzir um grau de liberdade adicibgr@minado variavel térmica
Esta variavel atua como um "reservatoério térmico”, garantindo que a temperatura do sistema
oscile em torno do valor desejado. Neste texto, inicialmente serdo apresentadas as equacdes do
termostato de Nosdoover, acompanhadas por um algoritmo numérise&do no método de
integracéo Velocityerlet. Em seguida, faremos uma derivacao detalhada, passo a passo, des-

sas equacoes.

3.11.1 Equagdesde NoseHoover

As equacdes de movimento para as particulas do sistema sdo modificadas para incluir

0 acoplamento com a variavel térmjcasendo dadas por:

-—

> —
a

- q =

onde >, =, 0 €9 representam, respectivamente, a posi¢do, 0 momento, a massa e a forga
atuante sobre a particuf@d € a variavel térmica (ou variavel de atrito), responsavel por con-
trolar o fluxo de energia entre o sistema e o reservatorio térfidimamica da variavel tér-

mica, é descrita pela seguinte equacao diferencial:

Cq o

_— [p=-¢ o
d_ m\éesejada

em qued é o parametro denominado massa do termostato (ndo é uma massa fisica real), deter-
minando o tempo de resposta do mété@é.0 numero total de graus de liberdade do sistema
(tipicament€Q o0 o para sistemas sem restricbes de momento linear f@af)a cons-
tante de Boltzmanriy . s ¢ ¢ & §&mperatura alvo do sistema.

Observando que o termo cinético pode ser identificado como o dobro da energia ciné-

tica instantanea do sistema, ou seja,

a equacao parasimplifica-se para
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Ccq o

CO "m"}i/esej?’ada

Dessa forma, fica claro que:

-Secl M"Y e s «j€RtfQ aumenta, resultando em uma reducao dos momentos das parti-
culas (resfriando o sistema).

-Secl "M Yo €AY, diminui, permitindo o aumento dos momentos das particulas
(aquecendo o sistema).

A escolha adequada do parametré crucial para o correto funcionamento do termos-
tata Se0 for muito pequeno, a variavebscilara rapidamente, provocando grandes flutuacdes
na temperatur&e0 for muito grande, a resposta do termostato seré lenta, podendo ndo manter
adequadamente a temperatura desejada.

Uma estratégia frequentemente adotada para défiéirelaciondo ao tempo caracte-
risticot, que controla a taxa de flutuacdo da temperatura:

0 "m"\éeselrada

Tipicamente, em simulacdes de dinamica molecular, o valbédescolhido entre 0,1 e 2 ps.

3.11.2 Algoritmo de Integracdo da Equacdes deNoséHoover

Um esquema tipico para integrareagiactes de Nogéooverusandao algoritmo de
Velocity-Verlet pode ser sumarizado como:

1. Atualizar os momentos memasso:

LI ! hl 1‘3.(‘)" \ !
| 0 30fC | o ?so,olo

2. Atualizar as posicdesm um passo compled
Mo ax e S
l 0 30 o0 30—
a
3. Calcular novas forcas 0 30.
Calcularas forcas atualizadgs 0 30 com as posi¢des receralculadasl 0 30.

4. Atualizaravariaveltérmica, meio-passo:

Calcule a energiainéticainstantanea 6 — d,
. 30
30 == 0O —
v 0 — — s
C ca
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Em seguidaatualize avariaveltérmica, :

. 30 . 30p ., 30 ...
q cv q

5. Atualizar os momentos com o0 noyp
| 0 30l¢ TE 0 30
T 0o 30 -
30 .
P T 0 30I¢

6. Completaraatualizacdo davariaveltérmica, em mais meigasso» 0 — :

Calcule a nova energ@néticainstantanea 0 30:

. 30

= 0O —

0o 30 — 5
ca
Em seguida:
. . . 30 30 , e
, 0 30 , 0 — —=Cuo 30 QY
S cu

Esse esquema € iterado a cada passo de t@npmcedimento acima garante uma
integracao estavel e eficiente das equacdes delm®éer.A precisdo e estabilidade depen-
dem diretamente da escolha apropriada do intervalo de tetrgpdo parametro .

O termostato de Nosoover gera um ensemhtandnico estendidponde a tempera-
tura média converge pars . Ele preserva argodicidade(ao contrario do termostato
de Berendsen, que nao é adequado para medidas de propriedades termodinamicas). Pode apre-
sentamscilacdesia temperatura se ndo for bem ajustado.

O termostato de Nodéoover é uma ferramenta poderosa para simulag¥ds ga-
rantindo que a temperatura seja controlada de maneira deterministica e fisicamente consistente.
Sua implementac&o requer cuidado na escolha deo esquema de integracdo para evitar
artefatos numéricos. Nas sec¢des que se seguem vamos fazer a derivacdo passias passo

equacdeslo termostatale NoséHoover.

3.11.3 Derivacédo passo a passo das equact@iesNoséHoover

A derivacao das equacdes do termostato de-Nos&er iniciase pela abordagem ori-
ginalmente proposta p&hinichi Nosé (1984)a qual foi posteriormente simplificada puil-
liam Hoover (1985) Essa deducéo utiliza os principios da mecanica Hamiltoniana estendida

e o formalismo de Liouville.
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Nosé propbs um esquema para simular o ensemble candnico (NVT) por meio da extensao
artificial do espaco de fase, adicionando uma variavel de dseat@u momento conjugado

f . O Hamiltoniano estendido proposto por Nosé é dado por

| i , ) o
0 _ vy D gy I
Ch i cO

onde:
1 e’l sédo, respectivamente, 0s momentos e as posi¢cdes das particulas.
i € uma variavel artificial de escala que controla a temperatura do sistema.
N é o momento conjugado associado a variavel
0 é um parametro denominado "massa" associado & variavel
"0 o numero total de graus de liberdade (tipicaniénteol o para sistemas sem restricoes
de momento linear total).
Y € a temperatura alvo do sistema.
Y » é a energia potencial tota qual ndo depende dariaveli .
Aplicando as equacfes de Hamilton ao Hamiltoniano estendido de Nosé, obtemos as
seguintes equacfes de movimento:

1. Equacéo para as posicoes

10 —
T - a i
2. Equacéo para 0s momenias
T 0 )
3. Equacéo para a variavel de esdala
T 0 T I‘]
I = =
Tn L
4. Equacédo para 0 momento conjugado
10 1 QY

Ti a i i
Essas equacbes formam o conjunto completo inicialmente proposto por Nosé, que per-

mite a simulacdo correta do ensemble candnico (NVT).
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A simplificacao feita posteriormente por Hoover (1985) elimina explicitamente a varia-
vel artificiali , resultando nas equac6es mais compactas do método conhecido atualmente como
termostato de NoséHoover.

Um inconveniente importante das variaveis originais propostdsqs#€ que o sistema
€ simulado num tempo virtug@ ), que se relaciona ao tempo r@al ) pela expressao

[9¢] i © 8
Nessa equacao0,é a variavel artificial de escala introduzida por Nosé, que controla a tempe-
ratura do sistema. Além disso, 0s momentos virkadas particulas estdo relacionados aos
momentos reais (fisicOaga
(0] 2 > DO -
® ©® o 7!

Esse aspecto é problemético porque, em simulacdes de dindmica molecular (DM), geral-

mente desejamos trabalhar diretamente com o tempo real e momentos fisicos, ndo com varia-
veis escaladas artificialment&.variaveli atua como um "fator de escala" do tempo, estabe-
lecendo a relacato i @ .Essa relacao indica que, quaridaumenta, o tempo real
avanca mais rapidamente que o virtual, e quandininui, o tempo real avanca mais lenta-
mente.Por exemplo, 8i ¢, entdo um passo no tempo virtual equivale a dois passos no

tempo realOriginalmente, Nosé definiu os momentos virtuais das particulas como

., >
-_— a ,m t
Contudo, estamos interessados em obter os momentos reais (fisicos):
., > , > D (o Qs
- Y ‘e ‘o i
(o Q=
-_— ,—t

i
Hoover percebeu que a dindmica da variavel de esqadderia ser convenientemente

reescrita em termos de uma variavel de atritmicialmente, a equacao de evolugéo temporal

parai proposta por Nosé era:

c-z| =
—

Hoover introduziu uma nova variavel definida por
K i

0
Com essa definicdo, a equacéao original terga
i ,8
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No entanto, esta equacédo esta expressa ainda em termos do temp® virtRalra con-

vertéla em termos do tempo raal , utilizamos a relacao entre os tempos real e virtual

[9¢] i @ 8
Dessa forma, obtemos
Qi Qi i i
(@) (9 BN o] i
Comoi ,, segue que
Qi .
® 7

Hoover percebeu, entdo, que seria mais conveniente redefinir a variavel de atrito de forma a
absorver a escala Fazendo a redefinicao:
noo

0 i i

A equacao da variavel de escala no tempo real assume a forma simples:
Qi .
i —i

sm 1 i H

Para manter a consisténcia interna e evitar confusdes, Hoover absorveu explicitamente o

fatori na dinamica de, resultando na equacao final, tipica das formulacdes atuais do termos-
tato de NoséHoover:
Qi ,
o 18

Com essa redefinicdo, a variavwehssume unidades inversas de ter(@dQrE ),
agindo como um termo de atrito nas equacdes dos momentos reais e regulando, assim, a tem-
peratura do sistema fisico simulado diretamente no tempo real.

Agora vamos aplicar a mudanca de variaveis as equacdes originais de Nosé para obter as
equacdes ntempo real Inicialmente, Nosé propbs a equacado para as posi¢cdes no tempo vir-

tual g, ; dado por

(0] 2 —
[S AT

Como sabemos que 0os momentos reais (fisicos) estédo relacionados aos momentos virtuais por:

i

- e

Substituindo essa relagéo na equacgao acima, temos:

163



O (Ll ol
@ G G

Convertendo agora para o tempo r&a) (. 5 i ", i); ¢

(o] > p > p.t._rea'_rea'
'Q‘)reali"mirti'mirti a i a i

Note que, nesta etapa, um erro frequente é cometido. Devemos reconsiderar cuidadosa-

mente essa expressao acima para garantir consisténcia. Observe nogaemigmalmente,

temos
Q» _real
— —f
mi r a1

Entdo, passando para o tempo,reatemos

(0] 2 (0] 2 p.t._rea'_re‘.'j[?'
D eaiMy i d ai ai

Entretanto, observando cuidadosamente as defini¢cdes fisicas, percebemos que o resul-

tado correto para as velocidades fisicas reais deve ser simplesmente a definicdo usual do mo-
mento fisico dividido pela massa, ou seja:

,Q> _I’ eal

Q)r eal a
Essa é a forma correta e final, jA que esta expresséao € a definicao fisica do momento real
(com unidades corretas).

Equacao para o merento real

Agora, derivaremos a equacio para 0 momentGekeal 'mmfi :
Qa2 Qo
D eai D eal

Aplicando a regra da cadeia, temos

'Q—realp'ﬂ— - QI

— e i (3.109
Q)r eall Q)r eall QQ ea
Usandoarelaggo @ i @ ,obtemos uma equacdo para 0 momento:
Qi vt E il (3.106)

QY oa D D oarl 1
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Para a variaval, obtemos
Qi Qi Qi (¢ 1"9

=~ = , = ,8 3.10
fb( ea |QQ/ i QQ eal l ( 7)
Aqui, usamos srelages
Qi [90) p.
— A —~ T
® I

Usandoms i 'k ¢, %0btemos

ereaI:I i'hrea|=| _real

X cail i i i
ereaI=| _real
Q)reall l

Por outro lado, para consisténcia fisica, a forca real deve ser igual a forca original de Nosé,
uma vez que a forca ndo depende da escala artificial

:1r eal ﬁ;’ 5
Para garantir consisténcia com essa invariancia, a equacgao acima deve ser multiplicada
pori (e posteriormente identificamos gue p no tempo real médio) ou, mais adequada-
mente, interpretada diretamente como uma expressdo no limite fi§icp, garantindo a
forma simples das equacdes finais. Na verdade, a redefinicdo proposta por Hoover precisa-

mente simplifica essa complexidade, e a forma correta final obtida é diretamente:

'Qreal

- 1,hregll
gbrealzl

Obtencgéo daequacao para avariavel K
Para derivar a equacédo para a variavel de atrpartimos da expressao original obtida

por Nosé para o momento conjugapo

h !‘m"\éesej ada
a i i
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Lembrando que os momentos reais (fisiaas§ 8$tao relacionados aos momentos vir-

tuais pormm | Ul ,%lLbstituimos esta definigambtemos

ryreal 3o~
[ mMesejada
a i i

Simplificandoa expresséo, temos:

1 real o~ real o~
[ - m\éesejada- m\&esejada

a i i a i i

Sabemos, pela definicéo da variavel de atrito,=aie U ,, 10go,== 0, . Substituindo isso

na equagao acima, obtemos:

P _real
v, I r ‘m‘gesej ada
| a
Multiplicando ambos os lados pior
real
¥ _— Ry Jug
v | q X2 Xesej ada

Entretanto,é necessario ter cuidado com a interpretacdo da derivada em relacdo ao
tempo. Note que originalmente essa equacao esta no tempo artdaR@ara converter corre-

tamente para o tempo redl (), usamos a relacdo entre tempos:

D eallMyiry
Entao, temos:
. Q, QW ear, Q,, . Q,
B DR Dear D ea

Dessa forma, corretamente escrito, fica:

’
L,

Q -
il b

Vi by T “m"}i/ese ada
Q)real a 8}

Como no tempo real, tipicamente, desejamos trabalhar com aiescaléou redefinir varia-
veis para absorver esse fator), Hoover simplifica essa expresséo diretamente definindo varia-
veis de tal modo que, na prética, obtemos a forma final amplamente utilizada nas simulacdes

atuais:
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(0) p _real
6_ “m"}i/esej ada

Q)r eal a
Em termos da energia cinética instantaimedefinida como:
real
. P —
) - T
C a

a equacao pode ser escrita de forma compacta como:

Q, ¢ . Q.
= U _Q}i/esejada

,Q‘Drealﬁ C

Resumos das transformacdes Nasé&loover
Variavel de Nos€ Variavel de Hoovel Significado Fisico

Qirt O ean (70, { Tempo real escalado
Momento fisico real

=

Variavel de atrito térmicq

D

Qo

C-z| I |—
-1

As razbegpara Hoover fazer essas transformacdes $iéiinar explicitamente a depen-
déncia artificial dd, utilizando diretamente variaveis fisicadacilitar significativamente a
implementacdo computacional nas simulacdes de dinamica molecular EBMEsumo, as

equacdes no tempo real séo apresentadas de maneira clara e consistente da seguinte forma:

Equacéao das posicoes:

real

|
> =
a

Equacao dos momentos fisicos:

rea I=I ’ N € 2@ |
Equacao da variavel de atrito:
real
) ~B . !‘m"\éesej ada
0 a

Essas equacbes descrevem o sistema delm®éer, o qual conserva um psetda-

miltoniano (n&o corresponde diretamente a energia fisica real):

real =
- v,

"QictzciocT Yi T “m"gesevjaafgg)
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O termostato age como um reservatorio térmico artificial, ajustando dinamicamente a

variavel de atritg para manter a temperatura media do sistema no valoialv@e.; a d a
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168



4 METODOS DE ESTRUTURA ELETRONICA

4.1 METODO DE HARTREE

Nosso objetivoneste capituloé resolver a equacédo de Schrédirgletrbnicadentro
da aproximacéo de Boi@ppenheimer e desprezando qualquer efeito relativistico. Esta equa-

¢aq na sua versaodependente do tgm, pode ser escrita como

2 P ®Q P Q
—"N m 1 »
cé - 98 - > » 1)
odr »h
onde
C K > . p ®Q p Q
= K Cd T - s» =| S T - > > (42)

é o operador hamiltoniano do sistemaAqui, » »heFfE e ed 9 K ER re-
presentam as coordenadzadetivaseletrénicas e nucleares, respectivameiteepresenta a

massa do elétrom; é a constante de Planck dividida gbr, & representa o nimero atémico

do naclegd eQrepresenta a carga do elétr@nprimeiro termo dé4.1) representa o operador

para a energia cinética eletrbnica; o segundo termo representa o operador para a energia de
interacdo elétromucleo e o terceiro termo é o operador da energia de interacdo-elétron.

[ » representa a funcdo de onda para o esfaidosistemaO =| € a energia do sistema

para o estadp », a qual depende parametricamente das posicdes nue{eah‘ses geral,

usamos coordenadas atdmicas na Equétdp ou seja, fazemaos & pAT - Q
p:
%n $>—w=|_$ % r » 0O =| [ »8 (4.3)
Devido ao termo de interacéo elét@@tron,
p
> >
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nao podemos usar o método da separacéo de variaveis para resolvermos a(EquaSao
desprezarmos este termo, entdo poderiamos escrever o hamiltoniano como uma soma de ha-

miltonianos monoeletrénicos:

o
= Erl

S Q» h
c > =| S (4.9)

onde

. P ®
Q » | 9
C > s

Neste caso, a fungcéo de estado pode ser escrita como um produto de fungbes monoeletronicas,
istoé,] » <+ » e » Ee+ » .Deacordocom o método daparacéo de variaveis
para solucdo de equacOes diferenciais parciaida emadestasfuncdesmonoeletrénicas

« » satisfazuma equacédo de autovalor

Qe » T ¢ » 8

Neste caso, a energia to@l{ do sistema é dada por

=7 » Qp o pe p Es »

3 =

T T E f ¢ »e B Ee B O p»se pEe »

Ol »8
Este resultado mostra que se desconsiderarmos o termo de interacaeckdéonentdo a
energia total do sistema seréa dada por

o4 T f E 18
Vale observar que neste tipo dé&culoos elétrons séo tratados copasticulas independentes
€0 processmao € iterativg ou sejaa equacao de Schrodinger é resolvida numa Unica etapa.
Infelizmente, a interacéo elétr@hétron € muito importante para ser desprezada. Devemos,
portanto, procurar uma solucéo para a equacao de Schrdodinger sem desprezar este termo.
Em 1927, Douglas Rayner Hartree (27/02/1892/02/1958) professor da universi-

dade de Oxford, Inglaterrgeve arilhanteideia de considerar o elétron se movesaolo a acdo

deum potencial médio formado peldemais elétrons e os ndcleos. Assim, estamos incluindo
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de certo modo os efeitos das interacdes do el&rom os demais elétrons. O elétfegue

interage com o elétrofzonsiderado pode ser descrito matematicamente como
z

e p e pM»8

O operadoiQ) de Hartregara o eétron"(pode, entdo, ser escrito como

Q Erl L o« P e » O»8 (4.5)
C »> s > > :
N Q wr»h
onde definimos,
0 P W
C > 38
e
. P , N I =
w » " > s » > Q>
> » > >
(4.6)
B
D> PSS
com” » dado por
o e » 8
O hamiltoniano total para @selétrongpode, entdo, ser escrito como
P @ . p ,
= —n o ———« > >
S Sl ;IS > >
4.7

08

Como o hamiltoniano total foi escrito como uma soma de hamiltonianos monoeletrénicos, en-
tdo a funcdo de onda total pode ser escrita como um produto de funcdes n®ooektro-
nicas, ou seja,

[ » o »eo »Es » 38 (4.8)
Aqui,[ » representa a funcao de onda td@kistema erepresenta as coordenadas de todos
os elétronsDe acordo com o0 método da separacao de varidastes aproximacao leva a um

conjunto de equacdes monoeletronicas
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MNe »a -9 »a
Me »a -9 »a
Mg » 0 -9 » O (4.9)
é
Mo »a -9 » B8
A energia total do sistema é dada por
o - - E -8
As energias dos orbitais sdo calculadas como

- e p D e »

p i ,
e > =n B B ——— 0 »
S Nl g ;| S ” > >

N N P N N
> >
ou
. P , T o,
- et =N o »p O —— >
C > 98
(4.10
” > ” >
— 38
> PSS
Aqui,” » representa a densidade eletronica drarl ‘(" » representa a densidade
eletrdnica devido acs "(Blétrons ou seja,
To» c » 8

O primeiro termo do lado direito @4.10) representa a energia cinética do eléffamsegundo
termo é a energia potencial de interacédo do el&&om os nucleq terceiro termo € a ener-
gia de interacao do elétrf@om os outros  p elétrons

Devido ao potencial de Hartreexpressa@4.6), o processo agora € iterativo, pois o po-
tencial de Hartree depende de todos os outros oriNi@sssolugdes das equacaesnoeletrd-
nicasde Hartree, iniciamos o processo chutando funcdes de ondas para todos os orbitais ocu-
pados. Com essas fungdes iniciais construimos o potencial de Hamreeguidaresolvemos

as equacdes monoeletrénicas e usamos 0s novos orbitais obtidos para construir um potencial

172



de Hartree melhor. Com o novo potencial de Hartree, resolvemos novamente as equacgdes de
Hartree(4.9) para obteprbitaismonoeletrénicos melhores. O procedimesgtoepetatéatin-
gir algum critério de convergéncia, que pode ser, por exeatplque a diferencadiensidade
" » entre dois ciclos consecutivesnilares dentro de certo limite preestabelecido.

No método de Hartree, os elétrons sdo completamente descorrelacionados, ou seja, 0
movimento do elétrop é independe dos outres p elétrons Para ver isso, consideadequa-
cao

$ phPER SOFE»> 9 >+ » Ee » SOREDD
S »SOES » s»8
Vemos nestaEquacaoque a probabilidade de encontrarmos o elébroa posicao> € inde-
pendente das posi¢des dos outros elét@uo fato é que os elétrons sdo distinguiveis, pois
a funcéo de onda de Hartree é construida como um produto de fungcdes monoeletrénicas, ou
seja
[ »heFER> ¢ B » Ee » 8

Neste caso, sabemos que o elép@sta no orbitad  » , 0 elétrong estd no orbitat  »
etc. Qutro fato que também depdem contra a funcéo de onda de Hartree € o fato de que ela ndo
€ antissimétrica, ou seja, a funcéo de onda nao muda de sinal quando permutamos as posi¢cdes

de dois elétrons: »h»-FE > [ »heFE h» .

4.2 METODO DE HARTREE -FOCK

Em 1930, Vladimir Aleksandrovich Fock (Sao Petersburgo, 22/12/18%98.2/1974),
melhorou o método de Hartree usando uma funcéo de onda melhor, ou seja, usando uma funcao
de ondaantisimétrica. Este novo procedimento ficou conhecido camtodo de Hartree
Fock

4.2.1 Funcao de onda antissimétrica e determinante de Slater

Sejg e he afuncdo de ondgue descreve o estado de um sistema formado por duas
particulasA probabilidade de encontrarmogparticulal no elemento deolumeQe e a par-
ticula2 no elemento de voluni@e , ondee ee denotam as coordenadas espaciais e de spin

das duas particulas, é daua
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O e he S ehe SQo Qe 8 (4.11)
Como a func@alensidade de probabilidade estd elevada ao quadrado, temos duas situacdes
possiveis para a funcdo de ormise satisfaz a Equac&.11):7 who ou [ whd . A
funcdo de onda Mo poderia ser escrita como um produto de duas furd@esna Gnica
particula, ou seja, & hw « ®* o .Eclaroque afuncio de onda assim escrita tam-
bém satisfaz4.11). No entanto, estamos dizengoe as particulas séo distinguiveis, ou seja,
estamos dizendo que w € afuncdo que descreve a partipuéaques @ € a fungéo que
descreve a particuta Como as particulas s@alistinguiveis entdo essa formulacdo néo pode
estar corretaDevemosntaofazer uma combinagéao lineau seja,
F(bFIb e W e W e W W (4_12)
ou
F(bFIb e W W e W W (4_13)
As funcdes(4.12) e (4.13) de fato representam duas classes de particilfsncao(4.12)
representa uma classe de particulas chamadagsdasgue obedecem a estatisticaBiese
Einstein.Essa classe de particulasedponsavepelas forcaentras as particulasomo, por
exemplo,fétons gluons bésons wbésons ZObserve que se fizermos w em(4.12), a
funcionds e anul a. |l sto significa gmasobreasouras. part
Agora, se fizermo®  w nafuncdd4.13), a funcao se anula. Isto significaeguobabilidade
das duas particul&dénticasestarem ao mesmo tempo no medugar € nulaEssas particulas
sdo chamadas de férmigpaerque obedecem a estatisticaF@emi-Dirac e formam a matéria
conhecidaEste fato €onhecidacomoprincipio da exclusédo de Paukste principio, proposto
por Wolfgang Pauli, em 1925, afirma que duas particulas fermidnicas idénticas ndo podem
ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente, owadejacdo de onda de um sistema
composto por dois férmions idénticos deve ser antissimgiicseja
[ o e [ ehe 8
Vimos que o ansatz de Hartree para a funcédo de onda de um sistema de duas particulas,
por exemplo, é dado pelo produto de duas funcdes monoeletronicashe
. e ... e . Daqui em diante, vamos usar a letra gregeara representar sporbitais e a
letra @ para representar as coordenadas espaciais e de spins das particulas de um sistema.
Quando nos referirmos somente as coordenadas espaciais, usaremos Adsing ... repre-
senta o sphorbital da particulp e e »H representa as coordenadas espaciais e de spin
da particulgp. Mas,pelo principio da indistinguibilidade, particule@mo os elétrons séo in-

distinguiveis Na mecanica classica, mesmo particulas idénticas podem ser distinguiveis, pois
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podemos seguir as suas trajetérias. No entanto, na mecanica quantica ndo podemos seguir as
trajetérias das particulas, devido ao principio da incerteza, e, portanto, particulas idénticas séo
indistinguiveis. Neste caso, 0 produto de Hartree poderia tasdréascrito como

I+ h ...e ..e h
ou sejapermutando as coordenadas das partiquias. Esta funcdo seria igualmente valida
pelo principio da indistinguibilidad€ontudo,este novroduto de Hartreeambémnéo sa-
tisfaz o principio da exclusdo de Pauli. Matematicamente, poderiamos construir uma funcéo de

onda antissimétrica combinando linearmdmguacad4.13)) estas duas funcoes:

[ ...h.. — ... ® ... @ ...® ...e 8

O coeficientepj Vi¢Aé a constante de normalizacdo da funcéo de &stiacombinacéo linear
pode ser representada mnemonicamente na forma de um determinante:

p ... e .. ®
VCA--- ® °
Este determinante é conhecido cateterminante de SlatdPara um sistema cognparticulas,

r ...h.. 8

a funcdo de onda pode ser obtida usando o determinante de Slater da seguinte forma:

... ® . E . e
] BOFE R i .. ® . ® E . ®
..h.. 6 5 ] 5
... ® . e E )
A
p_ p'y ..e ..o ..o E..e 8
e

V é o operadode permutacdo que permuta os indices das coordemadassobrescritd

representa o numero de operacgdes de permutacdes que devemos fazer para restaurar a sequén-
cia original dos indices das coordenasla®®or exemplgpara o produto.. ¢ ... e ... e |

1 T pois os indices ja estdo na sequéncia correta. Parao produ® ... e ... e |

1 P, pois precisamos fazer uroperacao dpermutacao parastaurar a sequéncia correta,

isto é,pltfo. Para o produto.. ¢ ... e ... e Y ¢, pois precisamos realizar duzse-

racdes dgermutado para restaurar a sequéncia correta gpkg . Como exemplo, vamos

obter a funcéo de onda ...h..h.. para um sistema de trés elétrons usando o determinante

de Slater.
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° . ® °
CRLR. 2 e .
I/IGA' ° o °
p
- ... © (] [ [ ] [ ] [ ] [ [ ] [
oA
° ° ° ° ° ° ° ° e 8

Observe que o nimero de parcelas do determinante é da&léd podet é o nimero de elé-
trons. No nosso exemplo, temo#& @ que é o nimero de parcelas da funcdo de onda. Como
pode ser facilmente verificagesta funcdo de onda é antissimétrica em relacdo a permutacao

das coordenadas de dois elétrons.

4.2.2 A funcédo de onda de Slater @ormalizada

Se 0s spiorbitais.. forem ortonormais, entdo a fungéo de onda obtida usando o deter-

minante de Slater é normalizada. De fato,

aga MLEA\B p'y ...e E.. e ML‘E—AB p'y ...e E..oe
Como os spin®rbitais..0 sdo ortogonais, por definicaentdo as permutagdes que ocorrem
novetorbra, ... ¢ E ... ® § devem ser iguais as permutacdes que ocorrem nos spins
orbitaiss.. ¢ E ... e & Portanto, a paridade das permutagdegual tanto do lado es-
querdo quanto do lado direjtou seja, p' © p ' O p. Agora, se fixarmosim spin
orbital, os outros ¢ p spinsorbitais poderdo permutantre sj o que geraréé  p Aper-

mutacdes. Consequentemente, devemos ter

éEA ¢ pMi..e s..e 0 & pAi.e s.e & E
¢ pMN. e s..e 0
éBAé pAG.e s..e¢ 0 G.e S..e¢ & E G.e s..0 0

p : = p. . .
é_Aa pAp p E p é_AEE pPA p

Portanto, concluimos que a funcéo de onda obtida condeterminantele Slate€ normali-

zada.

4.2.3 Particdo da densidade eletronica

A funcéo da densidade de probabilidatetronicaou simplesmente densidade eletro-

nica,para uma funcéo de onda antissimétrica € dada por
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e -3 (4.14)

De fatq considere uma funcéo de oridae he FE he det elétronsAqui, @ denota
as coordenadas espaciais e de spin do el&wprobabilidade de encontrarmos o eléti@n
no elemento de volunm@» e os outros elétrons em qualquer lugar do espantiida inte-

grando sobre as coordenadas de todos os cutrgselétrons, ou seja,
0 r“efewfEhe [ efwfENe Qe EQe Qo EQe 0038
Portantoa expressadormada peds integraisentre colchetesepresenta funcéo de distribui-

cao da densidade eletronida probabilidadeo elétronQou seja,
" e ‘e Ehe [ ewmEhe Qe EQe Q¢ E Qe 8
Agora, a probabilidadde qualquer elétron ocupar o elemento de voll{(d»e® exatamente a

somadeé e com'Q pE &, ou seja,

~

o o ¢ [“"efefEhe [ efeEhe Qo Qo EQe 8

(4.15)

Como todos os elétrons sédo iguais, removenggscritole e . Agora, usando uma funcao

de onda antissimétricesto &,

A
P
VEA

e substituindo ernt¥.15), obtemos
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neA NEA
. A A
3 - . . .
— ... va..... E..S... E..0 .%... .. va.... E..S... E..QO
TA S S
A
Va....... E ..Seee.... E..6 E
A
Va....... E.. S....... E a
“c' \ Az Az \ Az E Az
— & pA. .. E pA.S.. E pA.S.. E pA.S...
TA P p P p
‘SA z z z E z z 8
TA e e e Bl S..S

Portanto, se a funcao de onda puder ser escrita na formaditerminantele Slater, entdo a
densidade de cargas pontoe pode ser calculadaor

° S..e S8 (4.16)
Parao caso especifico em que o orbital for duplamente ocupado, entdo podemos escrever

j (4.17)

"» ¢ 9 »sh

ondewrepresenta um ponto do espagm® as coordenadas espaciais da do elétron.

4.2.4 Formalismo matematico do método HF

Com o objetivo de simplificar a nossa notagéo, vamos separar o operador do hamilto-

niano totak dadq em unidades atdmicgsor
P @ P
= —n _ L —
C » 7S > >

em uma soma de dois operadores, ou seja,
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) ®

= —n = = h
C > ;I S > >

onde= representa o operador de um elétron dado por

p W .
Zn Oh
q > 9 s

ondefizemos

. P @
Q —n 9]
C > ;I S
= representa o operador deis elétronslado por

- P Py
| . 2 |

ondei representa a distancia do eléti@io elétronQA energia total do sistema, nesta nova

notacao, sera dada por

o =1 T=18 (4.18)
Como ja dito anteriormente, os elétrons sao indistingui€eisio consequéncia deste fato, as
integrais do tipo] Q[ s&o iguais para todos os elétrons, isto é,
rQr rQr E 1 Qr o8

Consequentemente, a primeira integra{4l&8) pode ser escrita como
r =T [ B Qy

r'Q Q E MqQr

rQrorer EOoroQr

eJf Qr 8
Vale lembrar que o operad€) s6 atua na funcéo de onda do elépoNesse sentido, devemos
tery V,ondev representa a permutacdo dos orbitais monoeletrobreasy representa
a permutacao dos orbitdiet Sey vV, entdo a integral Q[ ser& nula. Por exemplo,
suponha que o elétrgnpermute com o elétronno vetorketabaixo:

.o ..o e Q.. .e ... e ... e 8

Como o operaddf2 s atua nas coordenadas do eléfroentdo podemos escrever

.o Q...e O.e S..e O0..e¢ S..e G ..o Q. IIPp 18
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Esteresultado adveio do fatmdspinorbitais serem ortonormalizados. Expandindo a primeira
integral dg(4.18) usando o determinante de Slater em termos doospitais, obtemos

r =T EOr Q7

t 2B ply e E..o 0-ELB ply ..e E.. o
Ve A Ve A

A A
éé;BA p' ply o E e NQV ..e E.. o

A
séRA p 'y e E..e QU o E ..o

A

‘p Y o E e QV o E °
E pA
‘p ¢ pA..e Q..o ¢ pA..e Q..o E
E pA
¢ pA...e Q °
‘p . £ pA e 0Q ° .o 0 ° E e O °
E pA

Ao fixar um elétron na sexta linha da Equacédo anterior, ainda podemos permutar 0s outros
¢ p elétrons restantes, o que nos #a p Atermos. Dai a presenca do fatdr p Aque
multiplica cada parcela da sexta lin@amnsequentemente, a primeira integral pode ser escrita
como

[ = T ..o Q.. e 8

Com o objetivo de simplificar a notacéo, vantenotar o lado direito destguacao simples-

mente poB  "Q®, ou seja,

= T ..o Q... e Kk 0w 8 (4.19)

Antes de analisarmos as integrais de dois elétrons, vamos revisar a seguinte regra de
contagem: suponha que vocé tesihabjetos e deseja forma grupos c&objetos. Quantos
grupos podem ser formados usand@ abjetos? A contagem destes grupos é dada pela for-
mulabinomial
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& A 5
Q A: QA

Usandaa formula binomial para calcular o nimeroimtegrais de dois elétrons, obtemos

_ p P P P & EE P p
r =T ' BB T ' — v— 1 EIT TF — 8
Agora, usando a funcdo de onda dada pelo determinante de Slater,
0 A
[ = 'v ..e E..e h
VEA D
obtemos
_ EE p P
r =1 A [T
EE P praA 1 = P P RraA \ =
— ——B v .. E — ——=B v E
CA LA P * * ! Ve A P ° °
EE pp AA
P i = p 1 =
A A p' v e E..oe — pVy e E.. o 8

O operadopj i afeta somente os elétrope ¢. Os demais elétrons tém que sofrer a mesma
permutacio, se nio a integral zera. Isto nos déixag Apermutacées possiveis. Se fixarmos
V , temos duas possibilidades pa&raou seja, suponhamos, por exemplo, fue 1L Isto €,

gue os elétronp e ¢ ndo foram permutados no vetma. Temos duas possibilidades para o
vetorket

S..e ..e OV T

S..e ...e 01 p
Denotando... ¢ por... p e... ® por... ¢ e wando estes resultados na avaliacdo das

integrais de dois elétronshtemos

i £t pt chAp p
[ = T A A PG TP G p q
P
E e P .. C ‘_lp P ... C p ¢ 8

Consequentemente, as integrais de dois elétrons podem ser escritas em termosduaspin

como
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E a.p..¢S..p...ca a..p...¢S..p...c0a8

Naultimalinha, definimos

P ... q ‘lﬂ...p...c kad..p..¢S..p..cCo8

Podemos simplificar ainda mais a notacao, fazendo we... k a

p ne T ne TV w
L D@ 0@ G

(4.20)
D@ R & D B3

h

all o)

Seo conjunto @s spirorbitais ...h..h..FE ... forem conhecidagpodemos calcular a

energiaOtotal do sistema usandé.19) e (4.20), ou seja,

o 6% g &G & as 4.21)

Observe que erf#.21) ndo temos o problema dato-interacaq pois se o elétroq for o elé-
tronp,entdod.. p ... pS..p ... p0 A..p..pS..p..p0Oeteremos[ = T
1. O problema dé4.21) é que ndo conhecemos 0s spihitais. Este problema pode ser con-
tornado usando ®orema variacional

Usando o teorema variacional, podemos minimizar a Eqa¢&l) sujeita a restricao

de ortonormalidade dos spimbitais ...h..h..FE ... , ou seja,
- a.s..0 mh

onde- 06 sepresentam os multiplicadores indeterminados de Lagrange. Com esta testricdo

vamos construir um novo funcional dado por
fl... O.. - a.s..0 7 8

Agora, com a ajuda dd.21), podemospandr O ... em termos dos spiorbitais,ou seja,
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fl ... Q.

al e
o
k=]

Q. - T e e — ...
7.5 9.2 C ] ]
- 0..s..0 mh
@ p & ¢ & . p.g ¢ & .poc
(4.22)
- s.pG T

Observe que ert.22) o fatorpj ¢ desaparece. Isto se deve ao fis elétrons serem indis-

tinguiveis e o elétrop pode ser permutado com o elétgrou seja,

1 P p p
7o c Pov G = e P G Pov G = e P G
Ecclﬁpcc-c,ﬁpc
C
¢ & pe o p.c o8

Por exemplo, seja um sistema de dois elétrons. Neste caso, teriamos
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p p p
c PG P G P C P P G
p
c ..p..c-lﬂ.p C ..p..ciﬂ...p..c
poq = pag poC = pg
PG = pag p..¢ & p.g
S S pog = pag
p
R KT BRI L
poc & pg  pacEpag

Como os elétrons sao indistinguiveis, entdo podemos permutar o plétmono elétrorg sem
altera o valor das integrais de Coulomb e de troca, ou seja,

P C*lg p...¢ --P-C‘lE p...Q
C p'lg- S P --C--pig C p 8

Portanto, devemos ter

P

= P C'Ig P C - P C'l& P C

C
P
EC P C'Ig p...Q - P Cig P ... G
e P .. C \lﬂ...p...q e P .. G L...p...q 8

Definindo ooperador deCoulombdo elétrornp por

's.pG ..C ‘Iﬂc S..pa

e ooperador de trocalo elétrornp por

fi s.pa ..c¢ ‘lﬂc s.. p 6h

podemos reescrevét.22) da seguinte maneira:
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G.. p QO "'p fi p s.pa - s.pG T

Qp "'p fi p s.pd - S.pO T (4.23

Definindo o operador déock como

. Qp " p fi ph (4.24)
podemos reescrevgt.23) como

LS. pOG . s p08 (4.25)

Se multigicarmos(4.25) a esquerda pat’, obtemos

" 0..s s..08 (4.26)
Claramente(4.26) fixa os multiplicadores de Lagrange que foram introduzidos inicialmente
de modo arbitraricE importante observamos aqui quea vez resolvida a Equacfi?5), os
multiplicadores de Lagrange sdo constanteD operador de Fock atodo no vetors...
resulta em unoutro vetor que é representado pela combinacéo linear de todos os orbitais ou
vetores.A Equacad4.25) ndo € uma equacao de autovalor, pois o lado diéaitma combi-
nacao linear dos spinorbitais.Seria interessante encontrarmos um conjuntauievetores
S...ade tal modo que a interpretacao fisicg4l25) fosse maisntuitiva, mas que aindsatis-
fizessg(4.25). Expandindq4.25), obtemos:
s.0 . s.0. s.6. s.0 E . s.0
s.0 L s . s.0 . s..0O

é

[Th

w

s.0 . s.60. s.0. s.a E . s.0

Este sistema de equis pode ser escritle formacompactacomo

F
F
[T [Th
F F
X n

Q

D>
F

D
[Th
F

D>
Q

ou

JEoFED (4.27)
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ondel é um vetollinha contendo og spinorbitaisque resolvg4.25). Se | € umamatriz

unitaria,ou seja,

¢

An 0 n
entao
AADR AAD AAD AAD "AAD AADHs p8
Aqui, usamos a propriedade dos determinantes que diz que o determinante de uma matriz €
igual ao determinante da sua transptsiarema d@inef). Comor é uma matriz que pode ser
complexa, entdd ARD 'Q , onde| é um fator de fase. E claro quefsdor real, entdo

devemos teA AD  p. Vamos definir uma matriAdada por

P ... p I§ )
A "'5 "'5 E f
é é ) é
& ...& E .. ¢

A funcao de onda do estaflndamental é dada pelo determinaraerdhtrizA ou seja,

.p P E ..p

. P ..¢ ..c¢ E C

a — L o o
s MEA € e i e
L& L& E ... ¢

Lembrese quéQ QX 'Q 'OR. Agora,vamos definir um novo conjunto de orbitais obtido

do velho conjunto de orbitais.. através de uma transformacdo unitamiaseja,

.Y 8

N&o é dificil verque a matriZAseque corresponda matriz’A, mas que contém os orbitais

transformados.., pode ser obtida como

.p ..p E p Y Y E Y
o en ..¢C ..c E C Y %Y E Y
ACAD g g & & & &
¢ ..¢ E .&¢ Y Y E Y

ep .ep E .@p

®C ®2c E .=:c

é é é

.e& .xe&¢ E .t

Consequentemente,
AABe AADAADS
ou, de modo equivalente,

ad AADwa Q wos
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Esteresultado mostra que as fungdes de qnpadie 3y Odiferem entre si apenas por um fator
de faseque nadnterfere nas propriedadgmois, o que tem significado fisiémys . Serj for
real, entdogy a e Q O sdo idénticasPortanto, para todos g@sopdsitos,ayage qy 0 sdo
idénticas.Vale destacar que os spiarbitais... sdq portanto,deslocalizadoslsto significa
gue os spins orbitais que torna a energia estaciom@iado Unicosspins orbitaisdedocali-
zadosnéo sao fisicamente mais significativos do que os localizaédggmas teorias, como
por exemplo, aeoriaNBO, explora essa propriedade dos orbipaisa construir orbitais mole-
culares localizados, facilitando, assinmi@rpretacdo quimica dos orbitaidimportante aqui
€ um conjunto de orbitais que minimaanergia.

No operador de Fock, os Unicos termos que dependem dos orbitais sdo os operadores
de Coulomb e de trocéEquacéo(4.24)). Agora, sando os orbitais transformadas

B Y ... no operador de Coulomb, temos

"p .2 C -lﬂ..eec B .."Y ¢ ‘Iﬂ B .."Y ¢
Y Y . C ‘|£ C
AR ¢ & ¢ ‘1 ¢ &g
¢ & .. ¢ "

Aqui, usamos o fato de que as linhas ou colunasateziy sdo ortmonais.Portanto,
"p ...c‘lﬂ...c " p8

Vemos, portanto, que o operador de Coulomb é invariante com regpeitessformacao uni-

taria. O mesmo pode ser feito para o operador de factato,
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fi LBG T G s.epd BTY ..c¢ ‘lﬂc Y o...p

Y Y C ‘lﬂ ..C S..pa
AN . C -lﬂ .. ¢ S..pa
1 . G -Iﬂc S..pa . C ‘Iﬂc S..pa

fi

Concluimos, portanto, que o operador de trocev@riante com relacdo a uma transformacéao
unitaria.O operador de um elétrdif) ndo dependdos orbitais. Sendo, portanto, independe
de uma transformagao unitaridssando em(4.27), obtemos
L Fi FRR A8 (4.29)
Fazendd- ki ene i NN, (4.28) se torna
.F Fns (4.29
A matriz é hermitiang isto é, ela € igual a sua transposta conjudatiasignifica que seus
autovalores sao reais e seus autovetores sao ortodgemaispodemos escolhér de tal modo
guenaseja diagonal,ouseja, | . .Naverdade, a matrig é formada pelos autovetores
da matrizn. Desse modo, obtemos as equagtiesoeletronicaimtegro-diferenciaisde Har-
tree-Fock
s.0 . 5.0 pEth (4.30)
com o operador de Fock dado p424). Ndo se engane com a aparente simplicidade das equa-
¢Oes(4.30). Defato, tratase de um sistema de equacgdes intglferenciais fortemente aco-
pladas de pseudoautovaldi.de pseudoautovalor porque para construirmos o operador de
Fock, precisamos dos spambitais. Mas, para encontrarmos 0s smibitais, precisamos do
operador de FoclRortanto, ndo existe esperanca de solugédo anditetapara(4.30).
A energia do orbital.. pode ser calculada multiplican¢430) a esquerda pelo com-
plexo conjugado... Desse modo, temos

a.s s..08

PN

Usando a expresséo do operadara expressao anterjabtemos
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. Q.. a.....s.....a a.....s.....08
IsolandoB ... Q... , obtemos
Q... . a.....s.....00 a.....s.....a8
Substituindd ... Q... em(4.21), obtemos uma equacéo para o calculo da energia total do

sistemaem termos das energias dos spihitais

o . a....S....00 @....s....d

alhe

o . - a...s...0 a...s....o8

ou, escrevendo na notacdo simplificada, temos

(0] “ owéwifn owéi)@o8 (4.30)

allel

A expressa®.31) nos permite calcular a energia total do sistema em termos das energias
dos spirorbitais.Observe que a energia do sistema ndo é simplesmente a soma das energias
orbitais.

4.2.5 Equacbes de HartreeFock para sistemas de camada fechada

Dizemos que um sistema é de camada fechada quando todos os orbitais moleculares
sédo duplamente ocupados. Neste caso, cada orbital molecular é ocupado por umelétnon
elétronf . Assim, os spiforbitais s&o escritos como, por exemplo, pHi ° »|,

. oh o »f, .. M o »|,...0H s »f etc.
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Para desenvolvermos as equa¢des monoeletrénicas de Hraxtkepara sistemas de

camada fechada, comecamos com a Equ@kd@), ou seja,

5.6 . s..00 pEEth

G..pa .. C ‘lﬂ . ¢ S..pb ...g iﬂ .. ¢ S..pa
(4.32
. S..pa
Agora, suponhamos que ¢ | , entdo o.. poderia ser tanta. e« | quanto... ¢ |

j& que cada orbital espacial pode comportar até déies:desde que eles tenham spins

opostoqregra de Hundl Substituindo os valores de e ... em(4.32), obtemos

Qp « pl p

* Gl G e Gl G plop

s ¢l ¢ e cic o oplp

c ol o cic - plp

'cTcli-clc-pr « * pl p 8

Separando as integrais de spins, obtemos

Qp » pl p

°cl£°c¢csc&° Pl P

c o cdcscae plop
« o cdcs cae py
i pl P
c ¢l o ¢cdcscle pip . - plp8

Simplificando as integrais de spin, obtemos
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Qp « pl p

¢+ c e - oplp

oc‘lﬂocop|p uop|p8

Multiplicando a esquerda ppf p e integrandotemos
i

Qp P C°* C ‘lﬂ e ¢ °* P e C i& s ¢ °* P
(4.33)
« * p 8
Usando as definicbes dos operadores de Coulomb e troca dados por
! ° p ° c ‘lﬂ ° c ° p
e
f| ° p ° c ‘lﬂ ° c ° p
em(4.33), temos
j
Qp - p ¢ ¢« p fi e p . ¢ p38
i
Qp ¢ fi <« p . ¢+ p38 (4.34)
Se definirmos o operadde Fockpara sistemas de camada fechada por
i
. Qp ¢ fi h
entdo, a Equacdd.34) pode ser reescrita como
~* P . ° p38 (4.35)

A energia do orbital espacial molecular duplamente ocupado é obtida multiplicando

(4.35) a esquerda pos  p , isto €,

Simplificando anotagaopbtemos:
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. n"on ¢ @) & O ¢ & (4.36)

A férmula (4.36) nos permite calcular a energia do orbital molecular duplamente ocu-
pado. Para obterosuma férmula para oatculo da energia total d@sstema de camada fe-
chadaem termos das energidesorbitaisespaciaisretornamos &rmula(4.21), a qual, por

guestdo de comodidade, a reescrevemos novammguite
N R o p Nne T & ne TV o
0 0QG c 0 @@ 0 @ @8 (4.37)

Temos, portanto, que avaliar as integrais de um elétron, as integrais de Coulomb e as
integrais de troca. Nas equac{86) e (4.37), (e windexam os sphorbitais ef) e indexam
0s orbitais espaciais. As integrais de um elétron podem ser escritas em termos dos orbitais

espaciai€omo
ANOIN NG nan 8

As integrais de Coulomb dd.37) podem ser escritas em termos dos orbitais espaciais

como
Go@éd <+ pl pe ¢l ¢+ pl pe ¢l ¢
* pl p* QT ¢« pl p* QT G
* pf p* ¢l ¢+ pl p* Gl G
 pf p* ¢f ¢ pT p* QT Q
Te p* G p* ¢ ki § @
De modo similar, podemos avaliar as integrais de troca como
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Gadd <« pl pe ¢l ¢ plpe Cl g
* plpe 6T g plpe clcg
* Pl p* cl G plpe ¢fg
e pT p* ¢f ¢+ pl p* ¢f g

. p* G p* ¢ G pg pld ¢3 ca
* pe G pe ¢ G pg pld g3 ca
« p*e G p* ¢ G pg pld ¢3 ca

* pe G+ pe ¢ G pg pbd g3 ca
Ce Pp* G pe ¢ kcing B
Substituindo estes trés ultimos resultadoq48YV), obtemos
i i

O ¢ nAae = T 4 G con ¥ &8

O ¢ N con A G 0N §) &8 (4.39)

A férmula (4.38) nos permite obter a energia do sistema de camada fechada a partir dos
orbitais espaciais. Para obtermos a energia usando as edesgidstais, devemos, primeiro,
somar(4.36) sobre os orbitais espaciaisto €,

i i i
. n o con gy G o 9 g (4.39)

o SREREY

Usando este resultado €h38), obtemosima formulague nos permite calcular a ener-

gia do sistema em termos das energias dos orbitais:
i i i
0 ¢ . con ) & 0N Q) K con Q) & 0N Q) K

O ¢ . con & & 0§ 8 (4.40)

193



4.2.6 EquacOes dHartree-Fock-Roothan

Para calcularmoa energia usando as formul@s37) ou (4.40) precisamos, antes, re-
solver as equaco€d.30) ou (4.35) que sao equacdes diferenciais parciais acopladas. Estas
equacdes podem ser resolvidas numericamente para sistemas pequenos, como, por exemplo,
atomos. No entanto, a solucdo numeérica para sistemas moleculares € impratisakelao
encontrada pdrRootharfoi substituir os spiorbitais ou 0s orbitais espaciais por combinacdes
lineares de funcdes de base. As funcdes de base devem ser linearmente independentes e formar
um conjunto completo. Como estamos trabalhando com o espaco de Hilbert, que tem dimensé&o
infinita, o conjunto de funcbes de base tambdeve ser imito. No entanto, ndo podemos
trabalhar com um conjunto infinito de funcdes de base. Portanto, devemos truncar o conjunto
a partir de certo valar . Se denotarmos o conjunto de fungdes de baségtPeo e FE %o

poderemos expandir os orbitais espaciais como combinacao linear das ¥iic8es o u s ej a
y & %08 (4.41)
Inserindo(4.41) em(4.35), obtemos
© % . 0 %o 8 (4.42)
Multiplicando (4.42) a esquerda pabsos obtemos

&%}o%\ 0 %o &%)05 0 %o

@ %, % . G BoFbolh (4.43)

ondei plfE i e Q pltFE M . O indice’Gesta indexando os orbitaisd .E€m favor da
simplicidade de notacdo, definiremos k %o _ %o e"Y k %o P60t Com estas defini¢des,

podemos reescrevét.43) como segue:

~ ~

) “ Y hi plthE kNQ pkfE M8 (4.44)

~

Expandindd4.44), temos

Q p
W W E o _ LY LY E Loy
W W E o _ LY LY E LY
&) & E o LY LY E LQY
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D>

W W E o _ LY LY E L oY

Q

W W W E o _ L O LY E L0

W W W E o _ . O LY E . oY

W W W E o _ . O LY E . oY

é

W 0 W E o _ LY LY E Loty
€

Q a

© o o _  E ® _ . O .0 E . 0
© o © _  E o . O L Y E L oY
© o © _  E o . O L Y E L oY
€

& 0 o E & . . O E . Y

~

Usando a notacamatricial, podemos escrever estes sistemas de equacdes como

TF 1 M (4.45)
onde
X X X E . ® ®© © E ®
A A A E ® w w E o
1 F é é é é é é é é
A A A E w w w E w
e
{ Fn
Y Y Y E Y w w w E « . mE ™
Y Y Y E Y w w w E m. E m
é é é é ~é’ Né ~é’ Né’ e @& E €
Y Y Y E Y ®w 0w w E o nm m E .

As colunas da matriz séo os coeficientes da expanséo dos orbitais molecelaies ter-m

mosdas funcdeslo conjunto de funcdes de ba%e Mo P4 FE %o , isto €,

O % % % E O %
O % O % W% E QO %

s M

D % O % O % E GO %8
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Seasfungdes de base forem ortonormais, entdo, para sistemas atémicos, &|rbatriza
matriz identidade e a Equac@45) pode ser reescrita como
F NB (4.46)

No entanto, para sistemas moleculares, as funcdes de base estdo centitniaosieren-
tes, ou seja, em posicdes espaciais diferentes. Neste caso, a noateizagmao é ortonormal.

Nesta sec¢ao, vamoassolver(4.45) usandm procedimento dertogonalizacaale Per-
Olov Léwdin Primeirg diagonalizamos a matriﬂz atravé de uma transformacéo unitawa:
= | ssonde vé a matriz diagonal dffe == € uma matriz unitari€Comod| & hermitiana, ent&o

= € uma matriz cujas colunas s&o os autovetordsede é atransposta conjugadde==. Em

seguida, calculamof’ (' v s)ed{ ! { ' v ! ). Agora, definire-
mos uma matrizratal que e {|! Fe g | ! peeonde prepresenta a martirz dos coefi-
cientes d€4.45). Usando estas definicdes €A15), obtemos

3 F 9 Em (4.47)

il F H T orrs
Multiplicando a ultima Equacéo a esquerda-|:|30tj , obtemos
177 AT Fme

Definindogak 4 / 3 ' , obtemos

3¢ Fnh (4.48)
onde ' {{ Lé a matriz identidadeé\ Equacad4.48) pode ser resolvida por diago-
nalizagéo. No entanto, essa Equacgédo € uma equagieuldoautovalgrmpois a matriz agle-
pende def. A matriz f € uma matrizcujas colunas séo os autovetores da maPara
recuperarmos a matrigoriginal, fazemos

F 4 ' F8 (4.49)
Usando a matriz dos coeficientgspodemos calcular uma nova matfizusando(4.47) e,
consequentemente, uma nova majkaisandoa formulagak 4 ! 54 ! . Dai o processo

se repete até que seja atingindo certo limiteashergéncia.

4.2.7 Matriz de Fock para sistemas de camad@chada

Nesta seccampsso objetivpno desenvolvimento do método de HarFeek-Roothan
(HFR), sera calcular os elementos da matriz de FO@skelementos da matriz de Fock séo

dados por
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% % % Qp B! ¢ fi %
J (4.50)
%o "Q%o C %o Y%o* %o ¢ %o 8

Expandindo o orbitad , isto €,

~ ~
g

4 &)%o (I)%o (:)%o (:)%o E w %o h

e substituindem (4.50), obtemos
i

%0 "Qbo CW @ Bbo%oFbo%ol G5 GO Pho%o Fbo %0l
A
%0 "Q%o
j i
G @ Bbo%oFbo%o @ @ Pbo%o o %ol
A R
j j
X %o %o ¢ @ G Pbo%oIbo%o O @ 6 Pbo%oFbo %ol (451
3 R
Com o objetivo de simplificar a notacdo, vamos definir as seguintes quantidades:
O k %o Q%o (4.52)
j
brkeg &0 (4.53)
'Ok  0p %o Fho%o bl gé%o%og%o%oa (4.54)

O06s s«o0 o0s el g ouesdbiotegradeaum eléronrpara as bas@se %o;
0p0s s«o 0s matlizelensidade descargé@ 6 sdo os elementos da matfizle
Fock.Usando as definico€4.52), (4.53), (4.54) em(4.51) obtemosuma férmula para o cal-

culo dos elementos da matriz de Fock:

%o "Q%o 05 Bbo%o Dbo%o C1 ga%o%o Dho %olt

. O Os8 (4.55)
O procedimento de Hartrdeock-Roothan pode ser resumido nas seguintes etapas:

1. Especificar as coordenadas geomeétricas e as fungdes de base.
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Especificar a matriz densidade inicjpl 0 .

Calcular as matrizeg O ,{ Y eq O .
Calcularv v = =

cacuar ]’ ' wvirrel ' d ' wviT)
Calculages § 4 '3 ')

Diagonalizas para obterree .

Calcular a matriz dos coeficiente ¢ 4| ' F).

© © N o g &M w D

. Calcular a nova matriz densidaffe (| ¢ ggl).
10.Se |t "YW & & entdo calcule as propriedades. Se ndo, voltar ao passo 2
com a novanatriz densidade.

Como visto, a energia total de um sistema de camada fechada pode ser calculada usando
as equacoe@l.38) ou (4.40). No entanto, para usarmos estas duas equacdes, precisamos cal-
cular as integrais de dois elétrons, nominalmente, as integrais de Coulomb e de troca. Contudo,
podemos evitar o calculo dessas integrais. Isol&boB ! ¢on @) & o &) & na Equa-
¢cao0(4.39), obtemos

i j j
cON 9 N ¥ A . nQn 8 (4.56)

Substituindd4.56) em (4.40), obtemos
] i i

O ¢ . . n"Qn
i i
O . n "Qn (4.57)
Expandindoos 6 s em termos das fun-»es de base, te
i i i ]
r]Qr| o Qe 6 (:) %0 "Q%o 6 (:) %0 Q%o
h h
P o v
E ) %0 Q%0 8

A
Usando este resultado €h57), obtemos
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0 %o Q%o . g 0 O
i (4.598)
P
w E Yi ”‘ﬂ 8

A férmula(4.58) permite calcular a energia do sistema sem ter que caésuilategrais de dois
elétrons no método de HartrBeck-Roothan.
4.2.8 Densidadeeletronica para sistema de camada fechada

Usando a Equacdd.16) aplicadaa umsistema de camada fechada em que os orbitais

foram expandidos como combinacéo linear de func¢des de base, obtemos

e C e > C i pe > C oS % » ® %o »
C &GO % »% » 0 %6 »%o » "8
R R A
. l~) %cZJ » %0 » " (459)
R R

onde fizemos
0 ¢ & o 8

Em notacaanatricial,a Equacadg4.59) pode ser escrita como

M m

& & ¢ (4.60

» » E
A matriz (4.60) pode ser vista como um operadooperador densidadé ». Este operador

€ simétrico e pode ser sempre diagonalizadeus autovetores sdo sempre ortogoh&s.
teoriados orbitais naturais (NB@jlo Inglés, Natural Bond Orbitals)s autoestadate (4.60)

sédo osigenorbitals que sao ortogonagis 0s autovalores representam a ocupacao do orbital.
Portanto, 0® 6 0 ¢onstitui uma excelente maneira para descrever a fungao dgporgjam

Ultima instanciasdo derivados da prépria funcéo de onda.
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4.2.9 Equac0Oes ddHartree-Fock para sistemas de camada aberta

Um sistema é chamado de camada alfepan shell quando possuirbitais comelé-
trons desemparelhados, ou seja, apresenta orbitais com apenas umN#éteonaso, o meé-
todo de Hartre€-ock é chamado dénrestrito HartreeFock (UHF). A formulacéo desenvol-
vida por J. A. Pople e R. K. Nesbet consiste em tratar separadamente os |eléfrorisste

procedimento é ideal para sistemas com elétrons desemparelhados ou bastantes separados.

(e

x<
b

<
b

o}

Ny

Figura4.1 Esquemalustrativo de um sistema de camda abé¥este caso, devemos tratar
separadamente os elétronsf .

Na derivacéo das equacgOes de Pdj#sbet, comecamos comexpuacoes de HF mono-

eletrbnicas em termos dos sporbitais:

S0 . s.08 (4.61)
Os spinsorbitaiss...dpodem ser escritos como um produto dos orbitais espaciais e dos spins

comos.0 < »| 7 ous.d e« »f ] .Dessemodo,temos dois conjuntos de orbitais
espaciais, a sabes, » e ¢ » . Aideia é calcularseparadamentas energias dos dois

conjuntos de orbitaifPermitindo assim, que os orbitais e tenham energias diferentes.
Isso pode ser feito, escrevendo duas equacdes: uma para os eléronga para os elétrons
I, ouseja,

e » | A

~

N A « ¢ »1 7 8

~

Expandindo o operador de Fockna Equacédo dos elétrgnstemos
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e plop c <l ¢ <l oplp

c ¢l o clc s oplp

-cTcl£° ¢ ¢ = plp « * pl p 8

Simplificando as integrais de spins nos operadores de Coulomb e troca, temos

Qop|p ’C#’C’mp
T I T s o - oplp

« * pl p 8

Multiplicando esta Equacéo a esquerdadoop Se integrando em relagdo as coordenadas de
spins, obtemos

'Do p ° c Lo C ° p [ c ‘ﬂo c [ p

Qp e fip ''p P . * p38

Definido . como

. Qp p fip ' ph (4.62)
obtemos as equacdes Poplesbet para os elétrons

. P p 8 (4.63)
Com um raciociniinteiramenteanalogo ao descrito para os elétjonsbtemos as equa-
¢cOes de Popldlesbet para os elétrans

. * P . + ph (4.64)
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com o operador dador por
R Qp p fip ' p8

Como esperado, a interacdo de Coulomb ocorre entre os elétrans| T el T ,en-
guantoas integrais de troca s6 ocorrem entre 0s elétronedmos spinAs equacoelt.63)
e (4.64) devem ser resolvidas simultaneamente, pois 0s operades estdoacoplados.
A energia total do sistema de camada aberta é obtida somando as energias dos elétrons
| , elétrong e a energia de interacdo de Coulomb dos elétrausn os elétroris:

o . o P
C

L

=

Fallhe)

(4.65)

O fatorpj ¢ emfrente do duplo somatério evita a dupla contagem. A auto interacdo é automa-

ticamente excluida, pois

' fi ' fi 8

4.2.10 Equacotes ddPopleNesbetRoothaan

As equacoe$t.63) e (4.64) sdo equacdastegrodiferenciais acopladas sdaamuito di-
ficeis de serem resolvidas, a ndo ser para sistemas atdmicos. Mesmo assim, suas solucdes para
sistema atdbmico sdo numéricas. Suas solucdes para sistemas moleculares devem ser aproxima-
das por métodos algébricd3.procedimento € similar ao feito para sistemas de camada fe-
chada. Comecamos expandindo os orbitais espaciae® em termos das func¢des de base,

ou seja,

. O % n pRFE RO (4.66)
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) o (4.67)
. & % N plFE A

Aqui, Qrepresenta o nimero de orbitais espa¢ia@if que contém um elétron g esta
indexandaestesrbitaisespaciaige i estd indexando as fungbes de base. Substiteinde

em(4.63) e (4.64), obtemos

~

D %o . @ %o (4.69)

. _ (4.69)
W % . W %08

Multiplicando (4.68) e (4.69) a esquerda pdts, obtemos

W % . %o . W o Pboth

(4.70)
ondei plthE Ny plgFE A
W % _ %o . 0 PboPboll
(4.71)
ondei pRFE N plthE A
Definindo. k %o . %o ,. k % _ %o e"Y k GhoFeolitemos
b . @Y i pRPE RN pRiE RQ (4.72)
O . @Y i plfE N plhE B (4.73)
Em notacédo matricia(4.72) e (4.73) podem ser escritas como
r Arm (4.74)
I i (4.75)

Estas equacdes devem ser resolvidas simultaneamentestdaiscopladasO procedimento
algébrico para suas soluc¢des pode ser feito de modo similar ao desenvolvido anteriormente
para sistemas de camada fechada, ou di@igonalizandd4.74) e (4.75) para transformdas

em equacdes de pseudoautovalor

As densidades de cargas, para os elétragis no pontow sdo calculadas como

z

N e > L >
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z

N e » L » 3

Usando(4.66) e (4.67) para expandir os orbitais em termos das fungdes de base, temos

z ~ z

" o e O & %6 %o O © % %o O %é%o

z z z

"y o« . O ® %b%o O O %% O %6 %oh

a
Hh
z

onde definimo$ kB & & ed kB & & .A densidade total de cargar

no ponto»é dada por
" " » " »8
A densidade de spimo ponto»€ obtida fazendo a diferenca das densidades devidas aos elé-
trons| e aos elétroris, ou seja,
” » " » 7 »8
Em notagdo matricial, podemos escrever as matrizes densidade de carga total e de spin como
(4.76)

h 4.77)

onde representa a densidade total erepresenta a densidade de spin.e@snentodas

matrizes e  sao dados por

I O O %% 6 %% (4.78)
e
I @ © %% O %% (4.79)

Aqui, o indicer) esta indexando os orbitais espaciais para sistemas de camada aberta.

4.2.11 Matriz de Fock para sistemas de camada aberta

Para obtermos os elementos da matriz de Fockara os elétrons, multiplicamos

(4.62) a esquerda pabsoSe a direita poged ou seja,
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% Qp B ' p fi p B ' p %

(“f%)os'Qp %%oa %0 B ' P fi P %0 % B ' P %o
(“f%)os'Qp %%oa %o ‘lg %o° %o ‘l£ * %o

%o ‘lg %oe 8
Expandindo o orbital espaciel em termos das funcdes de base, ou seja,
M (:) %OFl

e inserindo na Equacé&o anterior, obtemos

ol z ¥ A © v z ol 7% ©
O W W Pbo%oFoo%o A W W Moo%oFbo %ol

v Zx
O D %o%o l£ %% 8

h

Rearranjando os somatérios, obtemos

v ‘e n o » o
O W W Pbo%oFbo%od Pbo%o Fbo %o

5

O G Bho%obo%o O

h
Pyl
Y
0 0 Pbo%o Fbo%o 8 Do %o 6o %ol 0 ; EPo %0 Dho%o O
h h
0 Of U o%oF6o%o i 0 1, o %o Fbo %008

y | .
h % h
Rearranjando os termos, obtemos uma Equacao para os elementos da matriz de Fock para os

elétronsg

205



0 0  ho%o Sbo%o O 0 ; Pho%oFbo %ol O O (4.80)

R
Em (4.80), usamos as seguintes defini¢des:

O k 'C‘%os'Qp é%om

z

c
¢
~

e

e

N

c

!
~
e

Ok 0p ®%oFbo%ol U 1 Pbo%oFbo %ol 8

Usando um procedimenioteiramenteanalogoao descrito para os elétrgnspodemos obter

uma formulasemelhantg@ara o calculo dos elementos da matriz de Fock para os efétrons

"0 0 Bbo%o Poo%o & 0 ; Bbo%oPbo %ol 'O "O h (4.81)
h

onde

'O k0 0% %o bl O . o %o 6o %ol 8

¢

4.2.12 Calculo da energia total para sistemas de camada aberta

A energia total do sistema de camada aberta pode ser calculada usando os orbitais es-

paciais expandidos em termos das funcdes de base, isto é,

~

. ® % N pltfE AQ (4.82)

(4.83)

~

. @ %o r] pﬁ; heB

Em (4.82) e (4.83) westa indexando os orbitais espaciliserindo(4.82) e (4.83) em (4.65),

obtemos
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n|d
n|0

@ %o 0%eo

E (:) Z(:) %o® %o * %o ® e %o
S ﬁ
E (:) Z(:) %o ® %o ®
S ﬁ
® © % Q%o

h
p v 0 0 0 0
— w w %o * %o ® %o * e %o
S ﬁ
p v 0 0
E w W %oe %0 ® 8

R

NestaEquacéo, oslois primeiros termos do lado direito representam as enelgmeglétrons

| ; 0 quarto e quinto somatérios represents energias dos elétrdnso terceiro e sexto so-
matorios representam as energias de inderdQs elétrons com os elétrons e dos elétrons

I com os elétrons, respectivament®bserve que a energia de interacdo entre os elétrons

el foi separada, isté,
' 0 0
O — —0
C

Rearranjand@s somatoériosobtemos
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allel

%!

0

allel

all o)

alhe

allxel

alhe

W %o Q%o

@
h
®
h
@
&)
h
&)
h
0
h
%o ®

%0 Q%0

z

J) %o0® %o * %o ® e %o
Z 5
w %o %o

@ %o Q%o

(1’) %o ® %o ® %o ® °
(TO %o * %o *

%o ® %o * %o® e %o

%o ®

P r\ 0 [ 0

— U %o * %o ® %o *
S i

%o *

%0

%0
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o 50 g i Fbo G0 L o G40 & %G %o Cd

h h
5o 2o Woo o G o CRIHo & DhoCo Tho O
h Cﬁ
6] 5o P 0 O 50 2o A 0
h Cﬁ h CH
5o 2 o5 B 5o 50 P oo
h cﬁ CFI h Cﬁ
P oo
Cﬁ
0 P 5o 2 o5 B g0 B 5
Cﬁ Cﬁ Cﬁ Cﬁ
¥ p 5 5 ’”, 5 5
@) - 0 v O 0 0 (4.84)
Cﬁ )

A Equacgao(4.84) nos permite calcular a energia HartreeFock de um sistema de camada

aberta.
Resumo do método UHR:
1. Especificar as coordenadas geométricas, conjunto de fun¢des de base e ocupacao orbital
(carga e multiplicidade).

2. Especificar as matrizes densidade de carfyas| e |H

z

@

C
e

C
€
€

0 6 ©
3. Calculary,q ,q e
Y Bbo Dboll
O 6%o$'Qp %%oa‘]
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"0 0 |, Bbo%oFbo%o0 O O ; Pho %0 Yoo %00l 8

O 0 § o %o Doo%o O O . o %0 Fbo %001 8

h
4. Calcular as matrizes ortogonalizar{es e v/
v 7T
{7 v £
5. Calcular as matrizes de Foek:,5 ,3 €13
17 11 A'ad!
19 1% A'ad
6. Diagonalizarqy es paraobterr efF ,. €. .fF €F €. €. s&0O0s
autovetores e autovaloresle eq , respectivamente.

7. Calcular as matrizes dos coeficientgs:e F

S I
I

8. Calcular as novas matrizes densidades:| e |H (passo 2)

9. Se|H  |F, o SCF convergiu e podemos calcular as propriedades de interesse. Se
||-%l ||—4I entéo volte ao passo 5 com a nova matriz densidade.

O principal problema com o0 métodadiB é a contaminac¢éo de spin. Wimico deter-
minante de Slater de diferentabitais para diferentes spinfo é uma funcéo de onda satis-
fatoria para o operador de spi. O estado fundamental fica contamdo com estados exci-

tados. Se sistema é undublete entdo

PP .
L 8
ccp Ty

Se o0 valor encontrado for maior do queés) entdo provavelmente existe contaminacéo com

6YO ii p

o estadajuadrublete Se em um célculo, encontrarmos valores menores do que 0,8, entdo o
calculo esté razoavel. No entanto, se o valor for maior do 1,0, entdo a fungcédo de onda néo esta
boa e devemos repensar o calculo.

O método HRRHF ou UHF)consegue calcular 98% da energia total do sistema. No

entanto, os dois por centos restantdsmada de energia de correlac&bnamica € de
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fundamental importancia para a corrééscricao das ligacdes quimicas e interacdes intermo-

leculares de natureza dispersiva.

4.3 TEORIA DE PERTURBACAO DE MUITOS CORPOS

Nesta secdo, vamdsrmulara teoria de perturbacéo de muitos corpos (MRie$en-
volvida por Rayleigh e Schrodinger (RSPT). A RSPT foi inicialmente aplicada a sistemas de
muitos corpopor C. Moller e M. S. PlessdPor isso, muitas vezes ela é chamadbeteia de
Perturbacao de MollePlesse{MPPT). Uma das vantagens da teoria de perturbacéo é que ela
€ extensiva, ou seja energia de correlacao obtida com a teoria de perturbacéo é proporcional
ao numero de atomos do sistema, como no caso Hadmenao importando quantos termos
se usaa expansao

A ideiada teoria de perturbagc@&onsisteem comecar com um sistema simples em que
a solucdo matematica exata seja conhecida, e, em seguida, vai adicemagthoos de cor-
recdes que representas perturbades daenergia ala autofuncéo do sistemma obtencéo da
solucéo do sistema real.

Suponha que desejassemesotver o problema de autovalor

=g a . g 6h
onde= representa o hamiltoniano do sistema rgalfirepresenta os autoestado® e
osrespectivosutovalores. Suponha aingaea solucéo exataochamiltoniane  nao pertur-

bado seja conhecigau sejasabemos como resolver a Equacao
= u o (4.85)

Vamos supoaindaqueo hamiltoniano= possa ser escrito como = D ondeD
representa uma pequena perturbacao do hamiltomianimtuitivamente, esperamos quee
[ eskjam proximos d&®© e uw , respectivamente, se a perturbagator relativamente
pequena. A ideia € melhoras autofuncdes e os autovalores do hamiltontande tal modo
gue se tornem cada vez mais proximos dos autovalores e autofuncées do hamiltohlare
maneira de se fazer isso é introduzir um parametrQ_atal modo que

= = _B (4.86)
Quanda_ T, o sistema néo € ndo perturbado e quand®, o sistema estara comple-

tamente perturbado. A Equag@aB6) faz com que eg§ ddependa parametricamente_de
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ouseja, . _ e$ G $ _M G ondenrepresenta o conjunto das coordenadas da fun-

cdo de onda. Portanto, podemapandi. eg$ Gem séries de potencias deisto €,

. O _o _o E (4.87)
$ 0 uw _uw Y E (4.88)
onde
. p Q0 p Qad
°© q Aw g 8

OtermoO ¢é a correcdo de ordeirda energia e oterma € a correcao de ordem

¢ da funcdo de ond&ostariamos de expressar essas quantidades em termos das energias de

ordem zero e dos elementos da matriz de perturbagiure as funcdes de onda néo pertur-
badasou seja,y D w . Vamos supor que as autofungdes do hamiltonfan®ejam
ortonormalizadas, istg é

W w1 8

Além disso, vamos escolher uma normalizacdg@ déde tal maneira quey |
p. Essa ultima condicdo € chamada de normalizacéo intermediaria e pode sempre ser feita ame-
nos quew e[ sejam ortogonais. Multiplicand@.88) a esquerda pory e usando as

condicBes de normalizacdo descritas anteriormente, obtemos

wor W oW oW ow _w oy E p (4.89)
A Equacaq4.89) mostra que todos os coeficientes dievem ser nulos, isto €,
woow nm ¢ pRioES (4.90)
Substituindd4.87) e (4.88)na Equacao
=g G = _Dga.g oh
obtemos
= Dby Y _y E
o _O0 _O0O E u _y _w E 8
Igualando os coeficientes de mesma poténcig temos
E M o= W o u (4.9
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e p = Uy 0w o u O uy (4.92)
€ ¢ = U D w o w o u O uw (4.93
(4.99)
0o uy 0o o uy O u
Multiplicando estas equacdes a esquerdaygor e usando as relacdes de ortonorma-

lidades(4.90) obtemos as expressdes para as correcdes de erdasrenergias:

@) w o= (4.95)
O W o (4.96)
O W Duw (4.97)
@) W Dy (4.99)

Se resolvermos as equac(®91)-(4.94) paraw , podemos determinar as correcoes
das energiade ordent. Por exemplo, para a Equaqd®?2), devemos ter
o =y D O uy D Wy Dy W (4.99)
A Equacad4.99) ndo é uma equacdo de autovalor, ou seja, € uma equacao-ditegro
rencial ndo homogénea. Uma das maneiras de resolver esta equacao é eypaneim ter-

mos das autofuncfes do hamiltoniang, isto €,

W G w 8 (4.100
O sobrescrito d& é para nos lembrarmos de que esses coeficisateserem & expan-
sdo dew .Lembrese que as autofuncdes do hamiltonianoformam um conjunto com-
pleto e s&o ortonormaiBara determinarmos o coeficiediemultiplicamos(4.100) & esquerda

por i ,ouseja,

~

woow w8 (4.101)

De (4.90), sabemos que@ Tt Portanto(4.100) pode ser escrita como
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W wowow 8 (4.102)

Multiplicando (4.99) a esquerda e usando o fato de que as autofungdes séo orto-

gonais, obtemos

w O = u W 0 O uw
W O u W o= w W oy w O uw (4.103
O O w uyw W Dy
R (4.109
woow —_— 4.1
O O
Substituindq4.104) em(4.102), obtemos a correcéo de primeira ordem para a fungéo de
onda:
W Dy g
w — 4.10
o o (4.109

Usando(4.102 em (4.97) e depois usand@.104), obtemos uma expressao para a cor-

recao de segunda ordem da energia:

O W Dy W ow W oy
W Dw w Dy W Duw
(0 (4.106)
0O © 0 0

Para a correcdo de terceira ordem da ene@ia, procedemos de modo inteiramente

analogo ao feito para o caso da correcdo de segunda ordem. Primeiro, expandimos a funcéo de

segunda de segunda ordem, , em termos das autofun¢des do hamiltonianpou seja,

W W owow 8 (4.107)

Em seguida, multiplicamg#.93) a esquerda powy , ou seja,
W=y D w W O u O O

O O w u W Duw o w uw (4.108)
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W ouw o w w

4.109
Wy o o ( )

Usando(4.105 em(4.109), temos

oo

O © O ©
W Dy W Dy
O O ©0 ©
W W w ouw
0
O O O ©
W Dy w Du o W Dy
o O O ©O © o 0 (4110

Usandd4.110 em(4.107), obtemos a correcao de segunda ordem para a fungéo de onda:

W Woowoy

6 o ©o © (4.111)

O O
Para obter a correcdo de terceira ordem da energia, substi{difiyd em(4.98) e em

seguida usamag.111), ou seja,
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W Dy w Dw W Du

(0
- O O ©O ©
(4.112)
W Duw
(0
0O ©

A férmula (4.112) nos permite calcular a correcdo de terceira ordem da energia em ter-

mos do espectro do hamiltoniano ndo perturbado

4.4 TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE

A teoria dofuncional dadensidadebjetiva calcular a energia de um sistema direta-
mente da densidade eletronica», ou seja, calcular a energia sem ter que calcular a fungao
de ondaNeste sentido, temos que a variavel basica da DFT é a densidadsomo veremos
adiante, ste procedimento éorreto ecomputacionalmentépido.As primeiras tentativas de
se calcular a energia usando apenas a densidade elesdgiam bem cedo na mecanica
guantica.Nas proximas seccoes descreveremos alguns destes mpaelobtiveram algum
sucesso nho célculo da energizs modelos que procuram calcular a energia usando apenas a
densidade eletrbnica sdo chamado®H#& livre de orbitais ou, na sigla em Ingl&FDFT

(Orbital Free DFT).
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4.4.1 O modelo de Thomad-ermi

Na derivacdo do modelo de Thonfaarmi(1927,1928)seguiremos de peréodeducao
apresentada por Robert [PeasityrFucationaiThearpof atcenosy e m
and molecules, pagina 47. Neste model o, Thomas e Fermi f
para obter uma formula aproximada para o funcional da energia cinética.

A hipétese fundamental levantada por Thomas (1927) é@apielétrons estéao distri-
buidos uniformemente em um espaco de fasedimensional na razao de dois elétrons para
cada unidade de voluni@ e que existe um campo de potencial efetivo formado pelas cargas
nucleares e pela distribuicdo dos elétrons Co m e g, $hemas copstruiueses modelo.

Na derivacdo mostrada por Parr & Yang, comecamos dividindo o espaco em pequenos
cubos de lado&e volumew @ . Cada um destes cubo®&upadagoor certo nimero de elé-
trons0 que pode variar de cubo para cubo. Além disso, vamos supor que os cubos sao inde-
pendes uns dos outros e que os elétrons dentro de cada cubo se comportam como se fossem
férmions independes ak} ou seja, obedecemestatistica de Ferrhiirac.

A partir da solucdo daquacaale Schrddinger para uma particula tridimensional em
um pocgo de potencial infito, os niveis de energia em cada cubo sdo dados por

. . . Q .
© Wa € & & M‘Y h (4.113
ondet R & pilolE eY & & & .lIsolandoYem(4.113), obtemos

v Wi
Y
0 8

Para grandes valores ofeou seja, para numeros quanticos altos, o niumero de niveis de energia

em cada cubo com energia menor do.gyaode ser aproximado pelo voluma drimeira

~

octante de uma esfera de rafimo espacm ,ondes  pltfoltFE | ou seja,
. p .[ ) 11 4 ‘au- 13 LI,I’] (‘] ) .
U = =“Y - . - = . ' h .

P o ¢ Q ¢ Q (4119
ondel ,, € o numero de niveis de energia com energia menor do.qhelensidade de
estado 1 . compreendido no intervalo de enerfiaé dada por

0 . X 0 .
i b . b i
ou
) S’{L V) b w SJ{L V) b . 8
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. Y o yaa . “ yaa .
1 X (_P o w N (_P o ! (4.119

Expandinda primeiro termo do lado direito d@.115 em série de Taylor, obtemos

o “yha , “oyha o . o . “Yha ,
Py - WE oy _WE 9y oy - WSy
¢ Q ¢ Q q ®» Q

“ogaa i .
o Q q
Se desprezarmos os termos de ordenY.  , obtemos
o 1] Ll'd‘a J o
1 X ) « X
“ Ll,d‘a J
1 I 0 “ (4.116

A probabilidade de ocupacéo do estado com energialada pela funcao de distribuicdo de

FermiDirac™Q.

. P
Q. -
p Q-
ondég pj Q" ¥endoCa constante de Boltzmanfi¥a temperatura; é a energia do estado

considerado & o potencial quimico. Quandd®© 1, "Q. © p, ou seja, no limite dé&¥ Tt
temos queéQ. p. A energia do mais alto nivel que ainda contém eletron é chamado de
energia de Fermi, . Portanto, a 0 K a funcéo de distribuicdo de Fédimac reduz a uma

funcéo degrau dada por

p OA. .
n OA . .

Isto significa que no limite de 0 K, todos os niveis com energia menor do @sto ocupados

Q quandd © H (4.117)

e todos 0s niveis com energia maior do.questao desocupados.
A energia total de cada cubo ou célula pode ser calculada somando as contribui¢cdes de

cada nivel de energia de cada cubo, isto €&,

. - Coa
(@) ¢ . Q 1 Q cu:)J:)T— o - Q
caa -
W 27 L 411
q Q (4118
¢ ca o
— — . h
v Q a
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onddg '‘Q € onumero de niveis de energiaentee Q. O fator¢ foi introduzido devido

ao fato de que cada nivel contém dois elétrons: um com sputro com spih . O nimero

total 0 de elétrons em cada cubinho pode ser obtido fazendo

. S S ogma
U ¢ Q97 Q C T o - Q
ca -
w 27 j
T ) a “ Q
¢ ca C
o Q a.
Dividindo (4.118) por(4.119), obtemos
[y 0"
O —U.
v
0]@)
- o0
Substituindd4.120 em(4.118), obtemos
, ¢ ca . g gl L0
© v Q d. v Q ov
‘qa V] i
v Yoy 2 olo
v Q ov
O que resulta em
¢ ca ., L i
— 5= — @)
v Q a oL P
Elevando ambos os ladopaténciagj g, temos
¢ ca .U .y ¢ ca, v :
v Q a oL ) Q a oL
Yy pm, p Y aa p
- —=a 5 @) — — = T
o cQ v o o Qa v
‘ i a
o ocQua v
IsolandoO |, temos que
0 o O'Da 0 o s,
Yy pm - a Yy px

onde fizemos

(4.119

(4.120)
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gue é a densidade eletrdnica no cubinho. Somando as energias de todos os cubinhos e fazendo

0 O tobteremos a formula de ThoraBermi para a energia cinética em temos da densidade

eletronica:
(@) ° cR ., »O» 6 " »O»h (4.121)
g pm '
onde fizemos
o O"QO
Yy pu

Se considerarmos apenas as interacdes classicas de interacaeeéwore elétron
ndcleq obtemos uma férmula paracalculo da energia de um atomo usando apenas a funcéo

densidade, ou seja,

w b L1 > D)
(0] 0 K >» W _> (0] 2

P Oop M
c > s> (4.122)

A Equacao(4.122) pode ser resolvida usando a condicamadenalizacdo da densidade, ou
seja, a integral da densidade sobre todo o espaco deve ser ighaleaototal O de elétrons
" p» 08

Usando os multiplicadores de Lagrange, obtemos
1

T O 0 N 20, 2 8
O que nos fornece
' Ué” > © e ), Ué” > %o »h
o > Sr BS o > (4.123
onde
@ i
%0 >  — — N

> S »S
€ 0 potencial eletrostatico no porsoPara um sistema poliatbmico, o potencial eletrostéatico
calculado no ponte-€é obtido usando a férmula
W e o ;

0,
%o > > s o x’ (4.124)

ondew representa a carga nuclesr nacleq e=| representa vetor posi¢cao do naclea
O potencial eletrostatico € uma importante ferramamtiaposicdo dos quimicos teoricas para

localizar sites moleculares sujeitasataque®letrofilicos Reagenteletrofilicos preferem
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atacar moléculas em regides onde a densidade eletronica gounaeja, sites onde o potencial
eletrostatico € mais negativ@.caso € um pouco mais complicgma os reagentes nucleofi-
los, pois as regifes em geletrostatico € mais positivo coincide com 0s nucleos atoniicos.
entanto, se desconsiderarmos os nuclezaoeilarmos o potencial elestrostatico em uma su-
perficie, digamossuperficie de van der Waals, entioregides da superficie com paieis
mais positivos sao candi@a aos ataques nucleofilicd&a obtencéo do potencial eletrostatico
geralmente construimos uma superficie considiwlecletronica de 0,00&1étrongbohr’. Uma
isosuperficie construida com esta densidadepreende pelo menos®%la densidade de ele-
tronica e fornece uma boa ideia da dimenséo molecular.

Infelizmente, a formuléd.122) quando aplicada a sistemas moleculares ndo conseguem
predizer a existéncia de ligacdes quimiézda deficiéncia aparece devido ao fato de néo ter-
mos levado em contaparte ndo classica da energia cinética (correlacéo eletré@aergia

de troca.

4.4.2 Correcdo de von Weizécker

No caso d teoria de HartreBock ou de KhotBham ou seja, no modelo da particula

independea energia cinética pode ser calculddanodo exato por

“y

Vallhe)

%o >N %o »'Ch (4.125

onde”Y denota que o sistema € ndo interagenieseja, ndo estamos considerando a interacéo
elétronelétrondiretamentemas sim a interacdo do elétron com um potencial médio gerado

por todos os outros elétrams densidade eletrdnicao pontow; para este sistené@adada por
N %o » %o » " »8 (4.126)

Usandaa propriedade hermitiarti gperadoiaplacianga Equacég@4.126) pode ser transfor-

mada em

n” p n %0 » %o » n N% »% » %o »1% »
N % »% » N% »N% » 1% P»N% » %o »N % »
C %o »N % »  N% »N% B
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N s ¢ % PN % > N% P»N% > (4.127)
Integrando os dois lados (#®127), obtemos
n"op» G % >N %o > C N%o »N%0 »'Q» (4.129

Usando(4.125 em(4.128), temos

n op»  TY ¢ N%o »N%o 'O
v p _ p o7 0 ,
Y ? n | O] 2 E N%0 »N% » Q>
Y TE nr o g %0 »S Q>
Y - 7 > — nroe
” / pu ] ”
Y - " p» - c LU SN =
. p : P S
— n" - = -
Yoo 4% 0 > (4.129
ou
v p y p &7 »s,
Y — e " > (4.130)
Na obtencédo dgt.129), fizemos uso da relac@so » S " ».A Equacad4.130) é a for-

mula deWeizsackemara a energia cinéticde um sistemanfinito. Se o sistema faiinito,

entdo” » © mrquando»© Hb. Usando o teorema da divergénera(4.130), obtemos

. P oy P RS
Y ? n Vf}” m EEe— > Q

O primeiro termam (4.131) é umaintegral de superficigueé nula quande®© Hb, pois para

> (4.131)

um sistema finito a densidatie» é nula no infinitoPortanto, a energia cinética, na formula-

cdo de Weigicker,seréddada por
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1] >

A férmula(4.132) é a formula de Weizsacker para a energia cin@acagproximacao da parti-

(4.132)

cula independenté&sta formula é exatpara sistemas de um elétron, como € o caso de atomos

hidrogendides.

4.4.3 Teorema fundamental de Hohenbeihon

A formula de Thoma$ermi é interessante, pois substituodsvariaveis espaciais da
funcéo de onda por apenas 3 variaesisacias, nominalmenteghuii. O principal problema
com esse modelo € gueaquela épocajdo se sabia se poderia usar a densidade eletrénica
como variavel basica, isto é, a energia do sistema pode realmente ser obtida a partir da densi-
dade eletrbnica? A resposta a essa indagacéo foi dada por Hohenberg e Khon em 1964, quando
eles demostraram teorema fundamental da teoria do funcional da densida@eteorema
fundamental da teoria do funcional da densiddaena que

fio potencial externg » pode ser determinado univocamente, a menos de uma cons-

tante aditiva, pela densidade eletrénica» 0 .

O potencial externg » referese ao potencial gerado pelos ndcleos e demais campos
externos, como, por exemplo, campo elétrico ou campo magnético.

A prova deste teorema é bastante simples e é feita por af®ddctio ad absund).
Considere doipotenciaiexternost » et » que difereum do outranais do que uma cons-
tanteaditiva ou seja,

¢
onde™Q¢é uma constante que pode ser inclusive igual a @emmof I, entio devemos ter
= = geonde= agepresenta o hamiltoniano obtido a partir do potencial extereo= o
hamiltoniano obtido a partir do potencialAgora, considere e w duasfuncdes de onda
gue produzem a mesma densidaldronica’ », detal modo quaw seja a funcao de onda
do estado fundamental do hamiltoniana@ee wj a funcéo de onda do estado fundameshal

hamiltoniano= . De acordo com o teorema variacioealsanday como fungéo tentativa do

hamiltoniano= , teremos

0O w=w w= = =&y W= w W= =aay
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ou
0O © "> F t Oh
ondeO eO representam as energias paastads fundaments dos hamiltonianos e= ,

respectivamente. Agora, vamos usgarcomo funcéo de onda tentativa para o hamiltoniano

= ,Isto &,
O w=ay w=== =1y W=y W = =y
@) "t 1>
O "t 1>
ou
o ©O et 1 8

Somando as duas equacfes anteriot#emos
O O ©O 08 (4.133
Assumido que as funcdas ew ndosejamdegeneradasa desigualdad@l.133) se mantém.
Se as funcdeg| e w forem degeneradasntdo ndo vale a desigualdddel33), pois nao
podemos afirmar que® Ww=uw e0 W = a&y e, consequentemente, ndo pode-
mos usar o teorema variacion@bviamente, dnequacda4.133) é uma contradicdo. A con-
tradicao resultou do fato de supormos que dois potenciais externos diferentes pteleasem
mesma densidade eletrénica. Consequentemente, existe uma relacéo biunivicaeatoe
potencial externgd ». Como” » determina o numero total de elétrons por integragém,
é,
" »O» Oh

ondel representa o nimero total de elétrons do sistefna»> determina o potencial externa
¥ », entdoconcluimos qué » determina o hamiltoniano e, consequentemente, a funcéo de
onda e dai todas as propriedades, incluindo a er@rgi@ subscritat na notacdo da energia
‘O é para lembrarmos de que a energ@aeniente de uma funcéo de onda associada ao
potencial externd.

Esta demonstracéo apresedtmportantesestricoesi) adensidadé » deve produ-
zir, por integragdpo numerototal de elétrons do sistema) a funcdo desidade” » deve
estar associadaaguna funcdo de onda questa associadaagum hamiltoniano que esta
associado algum potencial externip » ; iii) a funcdo de onda deve ser do estado fundamental
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pois usamos o teorema variacionaldemonstracadla primeira restricao, dizemos que a fun-
cdo de ond& U -representativana segunda restricdo, dizemos que a funcdo de ohda-é
presentativae o item iii) mostra que esta teoria é para o estado fundamental.

Como feito no casoalformulacdo de Thomd=sermi, aenergia total do sistengacos-
tumeiramente particionada eBnpartes: energia cinéticy” , energia de interagédo elétron

elétronw " e energia de interac&aiclecelétron ou seja,
'O ” "Yn (b ” (b ” ” > 1: ”Q’ "O ” F] (4.134)

Veja queos funcionai§Y” ew " s6 dependem dos elétrons, ou seja, eles sdo independentes
do potencial externd?ortanto, podemos defirorfuncionalO ” como sendo a soma destas
duas quantidades, isto €,

0o kY "8 (4.135
O funcional’'O ” éconhecido comduncional universal de Hohenberdglhon. Esse funci-
onal é universal no sentido de que ele sé dependeétons|, ou sejamao dependdo poten-
cial externoPortanto, este funcional é o mesnamto para um atomo quanto para uma prote-

ina.Se conheaenos a exata forma do funciori@ , teriamos uma férmula exata para o
calculo daenergia usando a densidade eletrérifzatanto, a principio, a teoria do funcional
da densidade é exataimportante observar que ” envolve tanto a partassica, interacio

de Coulomh)” , quanto a parte nao classitstp €, a energia de trqaau seja,

” ”

W 0 w 8

4.4.4 Teorema variacional deHohenbergKohn

O segundo teorema de HohenbEighn estabelece o principio variacional para a teoria
do funcional da densidade. Esse teorema afiiméiquea r a qual quer "dwensi dad
talque” » Te, " »» O,temosqu® " » O” » 0, (O deé aenergia
dada por(4.134 e” » € a densidadde cargaobtida a partir da fungéo verdadeira do estado
fundamenta. A igualdade s6 se mantém no caso em’quwe " ».
Para a demonstracéo do teorema variacisu@ionha quey sejaa funcéo de onda do
hamiltoniano= e sejawy ama fungéo de onda tentatjtal quea densidade eletronica obtida

a partir dewjsseja tal qué » T1e_ " »» 0.De acordo com o teorema variacignal

devemos ter
W= w W=y
WY o fuy WY o Tuw
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WY o w aystaya w 'Y o woo oy sty a
O i p>» O 7 N S 0] 2

c" ©0"8 (4.136)
Na passagerda terceira linha para a quarta linha usamos o tecitemdamentade Hohen-

bergKohn que afirma que a energia cinética e a energia de interacao -@i&namsao fun-
cionais da densidagEquacadl.135).

4.4.5 Pesquisa restrita dd_ieb-Levy

Como mencionado anteriormentegdensidade€ » deveser f-represerdvel isto €,
essa densidade deve ser provenientgnd@amiltoniano que esta associado a algum potencial
T externo.Um importante aspectpue assumimosas demonstracdes dos teoremas de Hohen-
bergKhon € que, durante o processo de mininépag densidadé » se manténit-repre-
sentwvel com relacéo a variac@lo potencial externdas, ndo esta claro gaedensidade que
produz, por integracdo, o numero total de elétsenmantém no estado fundamental durante o
processo de minimizaca®@utro aspecto no teorema fundamental de HoheriKleog é que
supomos, na demonstracgoge a funcdo de onda nao € degenerada.

Levy, em seu artigale 1979da PNAS(PNAS, (76), 606¢ propés um procedimento
para mostrar que a energia € um funcional da densidade eletrénica usanda apedasio
.7 »O» U, ondel representa o numero total de elétrens subindice zerdenota a
densidade do estado fundamenkdte procedimentoonsiste primeiro, em fazer uma pes-
quisa entre todas as func¢des de andasejam antissimétricpara encontrar aquelas que pro-
duz a densidade do estado fundameBtdastem muitas funcddentativas que produzaesma
densidade do estado fundameifital». O problema ¥dado a densidade », como encon-
trar a verdadeira funcdo de onglaque por integrgdo produZ »? O argumento de Levy
Lieb é que d todas as funcoee onda, aquela que minimiza o funcional de HbbegKhon
€ a verdadeira funcae nda do estado fundamental.

Usando o teorema variacion@lpdemos formularmatematicamentegste principio

como segue:
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0O Ow -EWY o 1ruy

-EFEWY oty (4137

-EFETWY o w "t
Na primeira linha, estamos usando o teorema variacional da mecéanica quaidea. de
Lieb-Levy esta na segunda linlgye mostra que primeiro devemgpsgsquisaentretodas as
funcdesde ondaantissimétricano espaco de Hilbert de elétronse selecionar aquelagie
por integragéoproduzum™ particular(minimizagéo internaoscolchetey Uma vez encon-
trada todas as funcfes de oradissimétricaque produzs” i particularesgntdo devemos
minimizar novamente, s6 que agora em relag@aonjunto dé & (minimizacao interna as
chave}. Esta minimizacdo é garantida pelo segundo teorema de HoH€mier Equacao
(4.136). Com isso, encontramos a densidade que estéd associadaverdadeira funcéo de
onda do estado fundamentayj .

O primeiro termo entre os colchetes €, na verdade, o funcional de Hah&hber

isto €,’0 "~ W Y oy . Com isso, podemos reescrever a Equgdats?)
como

O -ETO ” L - ED” (4.139
onde fizemo¥” 'O " " »I ».Alémdisso, temos que
NN w Y ooy W Yw W oy YW .

A pesquisa é chamada de restpgtague s6 pesquisamos no subconjutéofuncdes
do espaco de Hilbert de elétronsas funcegntissimétricajue produzem a densidatieNa
pesquisaestritade Levy, ndofizemos referéncia degenerescéncida funcao de onda e nem
da f-representabilidade da densidadelnica coisa que a pesquisa de Levy exige é que a
densidade, por integracdo, produza o numero total de el&aja antissimétricRortanto,
uma densidade tentativa deve pasitiva continuae normalizadgaral e antissimétricsEm
conclusao, podemos dizer que a funcdo de onda verdadeira associada a dersalpula

gue minimizaa funcdade Hohenberdgkohn™O 7 .
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Fonte: ROBERT G. PARR and WEITAO YANG, Densfiynctional theory of atoms and molecules, Oxford University
Press, New York, 1989, pg. 59.

Figura2. (a) Particao do espaco de Hilbert deldtrons. Cada area sombreada mostrada € o
conjunto de todos ag que se integram a um determindd@ minimizacdo para um
determinadd esta restrita a area sombreada associada ‘a egtelenotado por ape-
nas um ponto escuro na area sombreada. A minimizacdd.E88) abrange todos
esses pontos.

(b) Um problema anélogo de busca restrita. Para identificar a crianga mais alta de um
escola, ndo é preciso alinhar todas as criancas no patio. Em vez dissge gode
plesmente pedir a crianca mais alta de cada sala que venha até o pétio da escola.

4.4.6 Potencial quimico

De acordo com Levy & Liela densidade do estado fundamental é aguela que minimiza
o funcional da energi® ” » . Qualquer fungdo densidade que satisés;aondicdede U -

representabilidade, isto é,
e " e Ue_ 1" »l > HB
serve como densidade eletronidacondicdo, 1”7 » I 'O» Hbgaranteque a densidade

" » seja continua.
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Usando a condicéo dpie, ” »'Q» U, e aplicando @rincipio variaciona(4.136),
vemosque a densidade do estado fundametdaéser tal que

{]—,,'o L " p» 0 mh

resultandona equacao de Euleagrange

., 10" | 0 " 170 " 5
T T »t» I» T (4.139

O multiplicador de Lagrange é chamado dgotencial quimicppois se refere a variacdo da
energia com respeito a variacdo da densidade eletr@aeal, mantido fixo o potencial ex-
ternot », esta relacionada com a variacdo do numero de eléNartermodinamica, o po-
tencial quimicd é definido como

T O

5

—a

hh
ondel é o nimero de particulas da espé&Ri¥representa a entropiaueo volume.
Usando(4.135 em(4.139), vemos que® potencial quimico pode ser escrito como
(_| uYn <-| d) ” <-| VY” .

‘ T T e I» T f h (4.140)

ondet f» 7w "j7” »échamado de potencial efetivo. Faremos uso desta equacao

na formulacdo do método d®hn-Sham.solandof » em(4.140), obtemos

Y16

g (4.141)

A Equacad4.141) mostra mais uma vezjue o potencial externo pode ser determinado pela

densidade de probabilidade eletrbnica.

4.4.7 Formulacdo deKohn-Sham

Na derivacaalas equacdes de Kol8ham,niciamosescrevendo a energia total como
um funcional da densidade de probabilidade eletr8ni®a, ou seja,
oO"» Yr»r w"P» " »38 (4.142)
O subindicet de'O € usado aqui para nos lembrar que a densilameé representativa de
algum potencial externd, isto €, a densidade é proveniente de uma funcdo dederalgum

hamiltonianoque estd associadaalgum potencial externdY” » ¢é o funcional da energia

cinética; @ » ¢ o funcional d&nergia de interacdo elétrotideo; ® » representa

o funcional da energia de interagéo elétetétron.
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Usando a forma explicidofuncional da energia de interacéo elétnoreleo, o funcional

da energia pode ser escrito como
0" » "l > Y > " »8 (4.143)

Note quEY” » ew " » assim escritosdo funcionais que dependsidos elétrons.
A férmula(4.143 mostra que a energia do sistema pode ser calculada (sandotea
densidade eletronicamo variavel fundamentaD problema € que ndo conhecemos a forma

explicita dos funcionaisy” » ew » . O queKohn& Sham propdem é o uso de orbitais
molecularesio dAculo da energidd " » .
Dada uma densidade eletronica» positiva, continua normalizadd’ » podesempre

ser decomposta eomma soma das densidades dpsrorbitais molecularessto €,

e S..e $8 (4.144

Contudo, a decomposicmdendoserunica.A falta de unicidade na decomposi¢cac’de

€ realmente uma dificuldade, pois existemitos conjuntos de spiorbitais diferentes que
produzem a mesma densiddde> . Agora, se o sistema for ndo interagente, ou seja, se puder-
mos deprezar a interacao elétretétron,entdo podemos construimafuncao de ondantis-
simétricacomo umdeterminarg de Slateque descreve de modo exato um sistema nao intera-
gente Neste cas@ densidadeé » pode ser calculada p6t.144), e a sua decomposicao sera
sempre UnicaEste mesmo procedimento foi feito no método de HaRomk discutido ante-
riormente.A energia cinéticdY” » deste sistema nao interagente, pode ser cakdiad

modo exata@omo

A = S ) gﬂ ..o 8 (4.145

Em analogia com definicdodo funcional uniersal de Hohenbesigohn™© 7 » , Kohn &

Shamdefiniram um hamiltoniano parasistemanao interagen(ficticio) como

‘0 Py i »
C

allxel

no i » Q h (4.146)

de tal modo que a densiddde » do sistema nédo interagente é exatamente gydehsidade

do sistema interagente, isto”é, » » . Aqui, 'O representa diamiltoniano néo intera-
gente ef » representa o potencial ndo interageBte.modo geral, vamos usassaobscrito

ou sobrescritd paradenota sistemando interagentéd funcéo de ondantissimétrica
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para este sistema nédo interagestdisfaz(4.144) e (4.145 ao mesmo tempdContudo,nédo
sabemos quemapotencialt de(4.146). Seobservamos(4.140),
17y 1w " .

e I» 1,,>h

vemos que o potencial quimite o potencial que esté relacionadom a densidade » que,
por definicdo, € igua densidadé ». A ideia de Kohn-Sham foi fazer

16 "

f t» T

Como o hamiltoniand®, Equacadd4.146), ndo tem a interacdo elétrelétron, entdos spin
orbitais ...0 devem satisfazer um conjunto de equacdes monoeletrénicas do tipo
Pt . oA
C
coma energia cinéticay ” » dada poir4.145. Na proxima secao, vamos derivar as equa-

¢Oes monoeletronicate KohnrSham

4.4.8 Derivagdo da equagOesnonoeletronicasde Kohn-Sham

Para um sistema real, o funcional da energia € dado por
o"» Y'» O "» O " »38
E claro que, nesta Equacdo, ndo sabemos como cadceteergia cinéticldY” » e nem a
parte ndo classica @ " » . A energia de interacdo nuctetétronO " » pode ser fa-
cilmente calculad@& interessante suposicde Kohn & Sham foi supoque a maior parte da
energia cinéticé dada pofY” » (Equacdd4.145). O que resta da energia cinética € uma
pequena parte nao classiémtdo,vamosrearranjar(4.142) de modoa tornar explicitpna
formula as componentéy” » e0” » ,onde0” » representa a componente classica
da interacao elétrealétron, ou seja, a energia de Coulomb
o"» Y 0 "P " e
YT o» AN S A 2 0" »
w”"r» 0 » ®w "> (4.147)
YT O"» 0" O"» w " »8
O termo "Y” » “Y” » € a parte ndo classica da energia cinéjicea € comumente

chamada de energia derrelacdo dinamicaO termo @ ” » 0" » € a parte nao
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classicada interacao elétreelétron, a quatlenominaremode energia de trocaEm (4.147),
ainda fizemos as seguintes defini¢des:
O”"» kK'Y » Y" » (4.148
oO”"» kw " » 0" » (4.149
Geralmente, juntamos as energias de correlacdo e troca em um s&teamada de energia
de troca e correlagd®@ " » O ” » O ” » . A energia de troca e correlagdo é
supostamentpequena em comparagao com a energia total do sistema. Com estas defini¢oes,
podemoseescrevel4.147) como
o”"» Y » 0"» O "p» O " »38 (4.150)
Todos os termos do lado direito @e150) séo funcionais da densidaéea densidade pode ser
obtida a partir dos orbitais moleculares (Equddési4)). Portanto, podemasinimizaro fun-
cional da energidiretamenteem relacdo aos orbitassijeitos as restricdes de ortonormalida-
des ou seja,

.o ..o (e 1 8

Para usarmos 0 método dos multiplicadores de Lagrangstruimos um funcional auxiliar
o" » o » - ..o .0 Qs h (4.151)

onde- sao os multiplicadores de Lagrangepandirto (4.151), obtemos

0" e .. ® grl .. ® 0" e O " e O " e
(4.152
- ° o (e
Minimizando(4.152) comrelacéo ao orbital.” , obtemos

1 0" e p .1 0e 17" 170 "e 17

e z =N . a ” z ” z

1.2 ¢ ¥t T Ty o
<~| 'O ” PY <~| n (4153)

- S..e a m

Rearranjando os termosisando o fato de quederivada dé4.144) é dada por

N

obtemos
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(4.154)

Fatorandc... e § temos

P 1 0e 10"e 1 0"e . .
Erl B B B S.. e - S..e (4.155)

Definindoo potencial efetivde como

1 0 e 71 0”"e 10”7 e ” , .
T k - ~ - > t» 1 »h
1 1 1 S »S
onde
1 1o° .4
1
obtemos
Erl t o Q - o (8
C ¥ o (4.156)

A matriz- em(4.156) € hermitiana e pode, portanto, ser diagonalizeataima transforma-

cdo unitaria.Consequentementd4.156) se transformanas equacdes monoeletrdnicas de
Kohn-Sham:

p ©w oY
EnL I S..e0 -sS..e0 (4.157)
com o potencial efetivy dado por

”

s > F» I »8 (4.158

> PSS
Como o potencial efetivgd depende dos orbitais, as equagbes monoeletronicashie K
Shamso podem ser resolvidas iterativameitenergia do sistema pode ser calculada usando
(4.150), isto €,

o" » e Erl ..o Qo 0”7

» O "» ©O " »38
. (4.159

Poderiamaostambém, calcular a energia sistemaisandoas energias monoeletrénicassd
orbitais deKohn-Sham(4.157). Escrevendo explicitamente os termos)de » e O " »
da Equaca®4.159), obtemos
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” > ” >

o” » e - ...e Qe —_—
> P

(0] 20! 2

e
"al o)

(4.160
F»" »p>» O " » 8
Vamos manipular a Equac&#160) de tal modo a introduzir as energias dos orbitais monoe-
letronicos en(4.160). Comecgamos escrevendenergia de Coulomb como

N A S S VR A
- —— OO — > - — 08
G > P3 > P G > PSS

Além disso, vamos somarsubtrairna Equacag4.160), o termo

T »” »O8
Consequentement@].160) se torna
. , p ) ” »77 > . .
o” » .. e —n ...e Qe — >
C > PSS
S N =
P 2 " opr £r" »>»  »" p»  (416)
C > PSS

I »" »» O " » 8

Rearranjando os termos, obtemos

. 2 p , B A
o” » e N e 0o — O
C > PSS
” »” >
tr” p > T B O P> ¥ o (4162
C S PSS

F »"»>» O " » 8
Por outro lado, sienergias dos orbitais podem ser calculadas ugdrid):

- ... ® Pn I ...e

q
P L
¢ ' . & >sQ» P I >
: P : TR
e -n ...e 0o — O
G > »3

I»” » > T »" » >
(4.163
Somando as energidstodos os orbitais, obtemos
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B R
. P Qo '

o - 55
(4.164)

Tr" > > f »" »pO8
Usando(4.164) em (4.162), obtemosumaférmula para o calculo da energia estado funda-
mental em termos das energias dos orbitalsalerSham

o” » -

p ! >" > N ”
c o »s > 8  (4.165

(o] 20! 2 T »»>» O
S>> PSS
Como no caso do método de Hartfexek, a energi® ” » nao é simplesmente a soma das

energias dos orbitaior qu@

4.4.9 Equacgiode Kohn-Sham para sistemas de camadachadas

Paraum sistema de camada fechaal@ensidade eletrénica € dada por
j
"» ¢ 9 »sh (4.166

ou seja, o®rbitais estdo duplamente ocupaddsando(1.58), a derivada d€4.166) é dada
por

T
Ty & »8 (4.167)

Aqui, estamos usando » para representar os orbitais duplamente ocupagdosnto,o so-
matoro vai até0 ¢, onde 0 representa o numero total de elétrosscrevendo a energia
cinética”yY ” » em termos dos orbitaisptemos
i
0" » ¢ L Bﬂ e > 0" » O " »
q (4.168)

o " »8
Minimizacdo(4.168) em relacdao orbitale © » com arestricdo de ortonormalidade

dos orbitaistemos

T e 2 :
4].2 ,I.z O > c = ® | »Q’el Tt (4169)

ExpandindcO” » em(4.169 e wisando(4.167), obtemos
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7 0" » p N 1709 » 7 0”» 70" » .‘
R S A i I
j
C - e ™
p T d» 7 0”p» 10" » - : N
) e »i T

gﬂ t e »a 7 92 »h (4.170
onde fizemos
g » o » o " »
+ 1 1 1 5

(-I ” (-I ” (-I ”
Fazendo uma transformacéaitariaem (4.170), obtemos agquacdesnonoeletronicas de
Khon-Sham para sistemas de camadas fechadas:
P

AR RN (4.17)

ondet é dado por
S R

> »s T (4172
A energia do sistem@e camada fechada é dada por
: J . P " AN :
o” » ¢ T = e p = ——p> O " »

G C D> »S
(4.173
IF»” »O8

onde todas as componentes podem ser calcutmta maiores dificuldades, excatenergia

detroca e correlaca® » . Infelizmente, ndo conhecemos uma expressdo matematica pare
este termoComo fizemos anteriormente, a enetgial pode ser calculada usando as energias
dos orbitais:

(0] X0/ 2 I »" »» O

o”"» ¢ - e

p ” >” > ) ”
c o s > 8 (4174

Caracteristicadateoria do funcional da densidade
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1 A DFT gresenta a mesma forma das equacdes de Hartree, com um potenctal local
mais geral,

1 O cudo computacional € um pouco mague as equacdes de Hartre®s ndo muito
maior,

1 As equacOes de KS oferece uma maneira de incorporar a energia de correlacao atraves
dot ».Portanto, podemos melhomfuncional;

1 Nos calculos reais, use um funcionalt » aproximado, oque torna a DFT em
calculos reaisdo variacional

1 As equagbes de Hartré®ck conténo operador ndo locale trocano hamiltoniano de
um elétron Portantq HartreeFock ndoé um caso especial das equacoes 8e As

Equacbeg4.175 e (4.176) mostram explicitamente estas diferencas:

prl :t > ” > ,Q» (-I ‘O n” > > >
C s> »S T " (4.175
Erl I» ' fi ® > - »3 (4 17@
C :
Algoritmo de calculo
1 N
8
B 10 " »
2 T T» m
> »S T ">
8
3 Pq s O
C
8
4 N . 8
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) p ” »H > . ) ) )
S. o” » - = —0>» r » »» O " »
C > S
8
Convergi®
6. Voltaao @msso 2! ” » N Nao Sim© Calculo das ppriedades

4.4.10 Equagbes de Khn-Sham-Roothan

Na praticagxpandimos os orbitais de Kh&ham como combinagdes linearedude
¢cOesde base

. ® %08

Substituindo essa combinacéo linear na Equacéo de-8loaim obtemos

~ ~

= © % - @ %o h (4177

onde=  é o operador de KohRBham dado por

p p ” >
= —n I » —n I»
q S > P

Multiplicando (4.177) a esquerda pdts e integrando, obtemos

> I »8 (4.178

W %o = %o - 0 Bbo ool h (4.179

~

. Por simplicidadea Equacdo(4.179 pode ser escrita

&) - ®'Yh (4.180)

parai  pltFE M para cad&)Q pighE M ); = oS 600 Y representa a integral
de sobreposicdo dada par B Fbo0 As equacde$t.180) podem ser escritasm notagcdo

matriciat

238



gEA [ A (4.181)

onde
A B _ } E - x O O & E O
; § & & E & €& & & E &
- - - E - og® © & E &
e
Y Y Y E Y O o o E &
- Y Y Y E Y ®w 0w w E o
n 6 & & E & & & & E &
Y Y Y E Y w 0w w E o
- nm nmE ™
m - m E Tt 8
€ é §é E é
n mnm mE -

As colunas da matriAséo os coeficientes da combinacéao linesdo €,
Orbital 1:+ @ %0 @ % @ % @ % E & %o
Orbital 2:+ D % ® % © % © % E & %o

é

Orbitalm; « (I) %o (:) %o (:) %o (:) %o é (:) %o .

Na maioria das vezes, as funcdes de base ndo sdo ortogonais, pois estdo centradas em
atomos diferentes. Nos casos em que ndo sdo ortogonais, devemos ortelzenpéza que
possamos resolva Equacdes de K. € A 1| "A que é uma equacédo de pseudovalgis-
tem varios métodos de ortogonalizacémmo, por exemploa ortogonalizacdo de PeDlov
Lddin, o qual ja foi discutido nas equacdes de Haffimek RoothanUsando a ortogonaliza-
¢éo de PeOlov Lodin em(4.181), obtemos

g€ A AN (4.182
onde definimog n &R | .AEquacidq4.182 é uma equacido geseudoautovalgr
pois€¢ depende déA. A matriz’A é a matriz cujas colunas sdoangovetore€  que sdo
os coeficientes da combinacéo linear dos orbitais ortogonalizados. A métiima matriz
diagonal que contém amitovaloresde& . Para conseguirmos os coeficientes dos orbitais
originais, fazemos
A 1 A8
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Podemos usar a matriz dos coeficiefigmra calcular uma nova densiddd®o caso de um

sistema de camada fechada, ou seja, um sistema em que todos os orbitais sdo duplamente ocu-

pados, a densidadeé dada por

0 %o%sh

onde

Tz

o5 %o

)

C
N

~

@ %o C O G %o%s

vz
W

S&o os elementos daatrizdensidade de carga ou ordem de ligdEgae € formada pela soma

dos produtos dos coeficientes de um par de base sobre talosrbitais duplamente ocupa-

dos. Esta matriz € dada por

C1 C
C1 C
[Th [Th

1
1

[Th

C CA

C

4.4.11 Resumo do SCF de KhofSham-Roothan

1. Especificar as coordenadas geométricas, conjunto de base e a ocupacéo orbital, isto €,

carga emultiplicidade para o estado fundamental;

2. Especificar uma matriz densidade de carga ini¢gjal

3. Calcular a matriz de K&

4. Calcular a matriz ortogonalizante | :

ToRARR T R
5. calcular a matriz

S T

6. Obter os autovetoré& e autovalores deg

e A A
7. Obtera matriz’A
A N I A8

8. Calculara nova matriz densidade

e a matriz de sobreposicgp
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Ca1Cn
Ca1Cn
[Th [Th
C1 C

D>
D
D>

~ ~ = 5

0 0 E 0
9. Calculara nova densidade

"y 0 %o %o

10.Se"E e "E, entéo calcular as propriedade de interesséESe “E, entdo voltar ao

passo 3 usando os novos coeficientes.

4.4.12 As integrais da matriz deKhon-Sham

A matriz€ na formulacdo de KonBham é divida em quatro matrizes, isto é,
€ A QA {h
ondel| representa a energia cinética do sistema nao interagent®;a energia de interagdo
elétronndcleo;ry € a energia de Coulomb classica de interacédo elétédron eff repre-

senta a energia de troca e correlacdo. Os elementos dagmatsdo dados por

. o " o 0 P ) L ) o
O %0 'O %o %0 Crl V] > > >$Q> U » %o
% Pn %  BeD >l % — T Or %o
C -S> »S

P PP Y ® @ o h
onde

Y % %n %o %o » gn %o >N

&

o
0 %o B —=|— %o %0 » %o P'Qm
Sl g S S» §| S

L 5y <
Q> %o U] ll‘ﬂool’]

? 0,
® % > bs 1

® Do) > holl % U  »%o »O»S

As integraisw geralmente sdo muito complexas e quase sempre sdo integradas numerica-

mente.
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4.4.13 Funcionais de troca e correlagao

Como j& visto, mperador de troca e correlagdo é ob#idquartir da derivada da energia

de troca e correlagdo, ou seja,
1 0" »
T » R 0] (4.183

Como mostra a Equacf4.183), o operadott  » depende da posica ou seja, défwoe Q.
Mas, as vezes, alguns autores escrevem este opertofuncdo da densidade, isto €,
¥ 7 » . Consequentemente, este operador ngs digendo 0 quanto que a energia varia
quando ha uma variacadinitesimal da densidade devidwariaciodas coordenadastoe &
em uma regido infinitesimal centrada efe . A principal dificuldade no célculo da energia
usando o esquema de KhBham é que ndo conhecendos » explicitamentePortanto, ndo
temoscomo melhorar sistematicamente o célculo da energia e propriedades dos Sistemmas
fazemos, por exemplo, nos métodos -pi@streeFock. A energiade troca e correlacdo
‘O 7 » contémaparte ndo classica da energia cinétarzergia de correlacdo dinamieaj
parte ndo classica da energia de interacédo elététron(energia de trocap partenao clas-
sicada energia ciética € a diferenca&ntrea energia cinética deistema real e 0 sistemao
interagented " » . Essa diferenca surge do fato de gaenovimentacdes dos elétrassao
correlacionadadinamicamentelJa acontribuicdode troca(O ” » ) advém daantissimetria
da funcéo de onda e da aimteracaoA autointeracdo aparece na integral de Coulomb,

P

Quando calculamosiateracéo entre as densidade® e” » , n0s pontoge pegrespecti-
vamentea densidadé » no pontow; contém contribuicBes da densiddde» e viceversa.
Obviamente, ndo existe atitteracaados elétrons. Portanto, devemos corrigir a -@utiera-
¢ao, a qual é feita pelo funcional de trada.desenho de um noviancionalO ” » , cos-
tumanosseparaas contribuicdes de tro&a ” » ecorrelacddO ” » , ou seja,

o "» O”"» 0O” »38 (4.189
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4.4.13.1Aproximacao da densidade local (LDA)
Esta foi a primeira tentativa de se encontrar uma expressao matematica parale termo
O 7 » .Hohenberg e Kohn mostram que se a densidade variar de modo extremamente lento

entdo podemos calcular a energia de troca e correlagédo pela formula
o " » S ! ) (4.185

onde. " € a energia de troca e correlagdo por elé&rmrum gas homogéneo de elétrons

com densidadé » . Derivando(4.185), obtemos

I » ‘]'C(]) ,,">> ; j,,} N NG =
o >,| o 5 (4.186)
“ T
Separando terma " nas componentate troca e correlacdo, obtemos
T -

O termo de troca pie ser obtido a partir da derivada funcional de energia de troca de Dirac,
isto &,

L 1% g 2 o ?_"— > D (4.187)

O termo de correlacdo é mais complicadoi calculado povosko, Wilk, and Nusair (VWN);
veja, por exempla livro deParr andyang, fiDensity functional theory of atoms and molecu-
lesd Appendix E; S. H. Vosko, L. Wilk, and M. Nusa@an. J. Phys58, 1200 (1980)Con-

sequentemente,

r » t » t  » -y o) (4.189

A energia de troca poder escrita explicitamente como

G-
o " » S NG S - B 0. 20 (4.189

Ql-

4.4.13.2Aproximacao da densidadele spinlocal (LSDA)

A aproximacao da densidade de spin local (LSBAM método que s@milarao mé-
todo do Hartred-ock néo restrito (UHF)o qual permiteonjuntosde orbitais espaciais dife-
rentes para spins diferentesiriportante ressaltar que os teoremas de Hohdfdien néo

fazem referéncias aos orbitaiEste procedimento fornece melhores resultados para sistemas
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de camada aberta @ara sistemague estdo quase dissociadd®nergia do sistema passa a
ser funcao ds densidades » e” », 0u seja,
(0] o 7 »AH »

4.5 SISTEMA SPIN-POLARIZADO

244



5 CALCULO DE PROPRIEDADES MOLECULARES

5.1 FUNCAO DE AUTOCORRELACAO DA VELOCIDADE

A funcéo de autocorrelacdo da velocidade (MAdo inglés:Velocity Autocorrelation
Function expressa a dependéncia da fungcao de correlacdo com a velocidade. Esta fungéo pode
nos dar informacgdes relevantes sobre os processos dindmicos que podem estar ocorrendo nos
sistemas moleculares. O algoritmo de célculo da VAF kseiaom a escolha de urmagem
no tempo. Esta origem pode ser o primeiro frame da trajetéria, apos a fase de equilibracdo, ou
algum outro frame ao longo da trajetoria onde desejamos comecar o célculo da VAF. Este
tempo inicial, vamos denotar por. Armazenamos as componentes da velocidagara cada
atomo do sistema, ou seja,
O 0O ol oM o8
Podemos, neste ponto, calcular a primeira contribuicdo a VAF correspond&ndm, a
a qual é definida fazendo a média do produto esgalar ) 0 para todos os atomao$)(
pE 0, ondel representa o nimero total de 4tomos), ou seja,
0 0 m 5 VO 0 O o0 8
O préximo passo do algoritmo é calcularparad 0 | pondg @orresponde ao
passo da trajetoria da dinamica com as respectivas componentes da velocidade:
O 0O T dD O T DO | B

O préximo ponto da VAF pode ser calculado como
O 0 ] O 5 VDO o o o J o8

Este procedimento pode ser repetido para 0s passos subsequentes para obter a sequéncias
de pontos da VAF usando a férmula

66é’|(‘)§ Do o Do o & B (5.1)

E costume denotarmos a form(fsl) como
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0O O d) md o @ (5_2)

O processo descrito pela formyfal) pode ser continuado até o fim da simulacéo. No
entanto, se para ap6s um valor fixcede comeca novamente um novo calculo de VAF, inici-
andoese em uma nova origem de tempo. A VAF final € obtida fazendo uma média de todos os
valores das VAFO0s calculadas ao |l ongo da sin

Parainterpretarmo® significado da VAF, considere um Unico 4tomo no tempo zero.
Neste instante, esse atomo possui uma velocidadee acordo com as leis da dinadmica de
Newton, se esse atomo nao interagir com nenhum outro atomo, entdo ele mantera sua veloci-
dadel por todo o tempo de simulagédo. Isto significa que todos os pantdsapresentarao
0 mesmo valor e o graficode 0 €1 €erd uma reta horizontall quase horizontaea
forcaqueesta agindo no sistema fmwito pequena. Por outro lado, se ha forcas de interacéo
pequenantre os atomos do sistenmaas nao desprezivel, entdo esperamos que haja mudancas
na magnitude e direcao das velocidades dos atomos, ou seja, esperamos que o produto escalar
deb 0 0 comUL O O | Ona média diminuma medida em qua velocidadenuda
Isto €, dizemos que a velocidade se descorrelaciona com o Eempaotras palavras, dizemos
gue os atomos esquecem das suas velocidades iniciais. O grafico para este sistema fracamente
correlacionado é um decaimento exponencial, 0 que revela a existéncia de forcagufracas
lentamente destréi correlacdo da velocidade. Este comportamento € caracteristico de sistemas
gasosos.

No caso de sistemas sélidos e liquidos, as forcas de interacdes entre os a&tomos séo
fortes. Nestes casos, 0s atomos procuram posi¢coes de minimas energias, ou seja, eles se movi-
mentam no sentido de minimizar as forcas atuantes neles. Nos sélidos, eetis @3 ex-
tremamentes estaveis e os atomos ndo podem escapar facilmente das suas posi¢coes de equili-
brio. Os seus movimentos séo, portanto, oscilatérios, em um movimento de vaiNegem.
caso, o grafico da VAF sera oscilatorio, com valores positivegativos, mas que decaem no
tempodevido as fortes forcas de interacées que destroem as correlacdes das veldeidades
semelhante ao grafico de um oscilador harménico amortecido.

No caso dos liquidos, temos um comportamento similar ao observadolidos, ex-
ceto que os atomos ndo apresentam posicoes fixas, como as observadas nos soélidos. Os movi-
mentos difusos dos atomos destroem rapidamente qualquer movimento oscilatorio. A VAF
pode, nestes casos, mostrar apenas uma oscilacdo superamortecida,umasiincdo com
apenas um minimo antes de decair para zero. Isto pode ser consideradermdmama coli-

sdo entre dois &tomos antes que eles se ricocheteiam um do outro e se difunde novamente.
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5.2 SISTEMA SPIN-POLARIZADO

5.3 SISTEMA SPIN-POLARIZADO
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