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1 REVISAO MATEMATICA

1.1 CALCULO VARIACIONAL

O célculo variacional é o ramo da matematica que se preocupa em encontrar 0s extre-
mos de um problema. Em particular, o céalculo variacional procura determinar quando uma
integral definida particular € maxima ou minima. Desse modo, o célculo variacional procura
formular um certo problema, colocando-o na forma de uma integral definida e ent&o determinar
as condicOes nas quais a integral seja maximizada ou minimizada. Por exemplo, considere dois
pontos em um plano, digamos x; e x;. E claro que esses dois pontos podem ser ligados por uma
infinidade de curvas do tipo y = y(x). O objetivo é descobrir a curva que fornece a menor
trajetoria entre os dois pontos. Notamos que a trajetdria pode ser escrita na forma de uma inte-

gral, ou seja,

xf xf xf 3 xf
d
I[y'(x)] = f ds = f Jdx? +dy? = f ’1 + (%) dx = f fl + y'%dx, (1.1)
Xi Xi Xi Xi

onde I representa a trajetoria e ds = \/m representa uma distancia infinitesimal ao
longo da trajetéria e y' = dy/dx. O problema de encontrar a curva que fornece a menor dis-
tancia entre os pontos x; e x; se reduz ao problema de minimizar a integral I[y'(x)]. Um se-
gundo exemplo ilustrativo € o problema da braquistocrona. Nesse problema, um objeto, diga-
mos uma bola de ferro, percorre certa distancia a partir de uma posicao inicial mais alta x; até
uma posicéo final mais baixa x. Como a bola esta sob a agédo da forca gravitacional, o pro-
blema consiste em encontrar a trajetéria com o menor tempo de percurso. O tempo total T pode

ser calculado por

T= J dt, (1.2)
onde dt é dado por
ds
dt = —-
\'

v representa a velocidade da bola e pode ser calculado usando a conservacdo da energia, ou

seja,



1 2
nwh=nwy—zmv

=~ Zg (h - }’);
onde h representa a altura inicial e y = y(x) representa a altura da bola quando esta esta na

posicao x. Substituindo dt e v em (1.2), obtemos

[t {7 T
v v x J2g9(h—y)

, (7 1+y 14y
Ty W= [ At f i (13

Novamente, o problema de encontrar o menor tempo de percurso se transformou no problema

dx

de minimizar o funcional T[y(x), y'(x)].
De um modo geral, o calculo variacional esta interessado em resolver problemas do tipo

Qual a menor distancia entre dois pontos em um plano?

Qual a menor distancia entre dois pontos sobre uma esfera?

Qual é a forma da curva em um plano que fecha a maior area?

Qual é a forma da figura geométrica que contém o maior volume?

1.2 OBTENCAO DAS EQUACOES DE EULER-LAGRANGE

Tudo comegou com um problema simples. Se vocé quer deslizar uma massa do ponto
A para o ponto B, qual formato de trajetdria a levard mais rapido? Isso € conhecido como o
problema da descida mais rapida. O senso comum diria para pegar o caminho mais curto.
Uma linha reta de A para B. Mas se vocé dobrar a trajetria um pouco para baixo no comeco,
bem, a massa acelera para uma velocidade maior mais cedo. Entdo, mesmo que viaje um pouco
mais longe, viaja mais rapido e chega mais rapido. Entdo a questdo é: qual formato oferece o
equilibrio perfeito de aceleracdo e comprimento do percurso para minimizar o tempo de via-
gem? Segundo Galileu, era o arco de um circulo. Ele mostrou que isso é mais rapido do que
qualquer poligono. Mas € o0 mais rapido mesmo?

Quase 60 anos depois, em junho de 1696, Johann Bernoulli propds este problema como
um desafio aos melhores matematicos do mundo. Ele deu a todos seis meses para apresentar
solugdes, mas nenhuma foi submetida. Entdo Gottfried Leibniz, amigo de Bernoulli, o persua-

diu a estender o prazo para dar uma chance aos estrangeiros. Em 29 de janeiro de 1697, Newton



enviou sua solucéo para o periddico Philosophical Transactions sem assinar. Johann Bernoulli,
depois de ver a solucdo de Newton, teria dito: "Eu reconheco o ledo pela sua garra”. Embora
Newton tenha encontrado a solugéo para o problema de Bernoulli, a solu¢do de Bernoulli era
melhor do que a de Newton.

Para isso, Bernoulli se inspirou em um problema enfrentado por filésofos antigos: como
aluz viaja de um lugar para outro? Isso foi contemplado por Heron de Alexandria no século
| d.C. Ele percebeu que em um unico meio, como o ar, a luz sempre segue o caminho mais
curto. Uma consequéncia é que quando a luz reflete, digamos, em um lago, o angulo de inci-
déncia é sempre igual ao angulo de reflexdo. Qualquer outro caminho entre os pontos inicial e
final seria mais longo. Mas quando a luz passa de um meio para outro, como do ar para a agua,
ela se curva de uma maneira peculiar. Ela refrata e ndo segue o caminho mais curto. Isso pode
ser facilmente verificado colocando, por exemplo, um l&pis dentro de um copo de agua. O lapis
parece quebrado. Entdo, qual é o principio que guia a propagacéo da luz de um meio para outro?
Nos anos de1600, as pessoas lentamente descobriram que o0 seno do angulo de incidéncia divi-
dido pelo seno do angulo de refracdo € igual a uma constante, n, que depende da natureza dos
dois meios.

senf,

)

senf,
onde 6, € o angulo de incidéncia e 8, é o angulo refratado e n depende do meio de propagacao.
Essa € a Lei de Snell. Mas, ninguém sabia por que funcionava até 1657 quando Pierre de
Fermat (1607-1665) deu uma solucdo ao problema.

Pierre de Fermat era juiz durante o dia, mas a noite voltava para casa, passava algum
tempo com sua esposa e filhos e, entdo, fazia o que realmente gostava, que era trabalhar com
matematica por diversdo. Ele trabalhou principalmente em matematica pura, mas em certo
ponto se interessou pela questdo de, por que a luz obedece a este principio de refracdo? Ele
pensou que talvez Heron de Alexandria estivesse no caminho certo, mas néo é a distancia que
estd sendo minimizada, mas sim o tempo. Mas verificar se isso era verdade para a refracao
seria dificil. Ele teria que calcular todos os possiveis caminhos que a luz poderia tomar, vari-
ando o ponto onde ela intersecta a fronteira, e calcular o tempo para cada um, e entdo mostrar
que a luz toma o caminho para o qual o tempo total de viagem é o mais curto. Ele achava que
a solucdo seria muito complicada e ndo deu prosseguimento a este problema. Cinco anos depois
ele volta ao problema e mostra que a Lei de Snell realmente surge como o caminho de minimi-

zagdo para a luz sob as condigdes de que a luz se move em um meio com uma velocidade e em



outro meio com outra velocidade. A constante, n, é apenas igual a velocidade da luz no primeiro

meio dividida pela velocidade da luz no segundo meio,
Vi
n=—
V2

0 que nos permite reescrever a Lei de Snell como

senf; senf,

)

V1 Vy
onde v, € a velocidade do meio incidente e v, € a velocidade da luz do meio refratado. Fermat
teria afirmado que que esta é "a mais extraordinaria, a mais imprevista e a mais feliz das
contas" de sua vida. Se vocé usar esse principio do menor tempo, vocé pode explicar tudo o
que era conhecido sobre a luz na época de Fermat. E a primeira vez que alguém mostra que a
natureza obedece a um principio de otimizacdo. Neste caso, que a luz leva o0 menor tempo
possivel. Agora, Bernoulli sabia sobre o principio do menor tempo de Fermat e pensou que
poderia usé-lo para resolver o problema da descida mais rapida. Bernoulli converteu um pro-
blema de mecanica em um problema de dptica para usar o principio de Fermat. Em vez de uma
massa acelerada pela gravidade, ele imaginou um raio de luz que ficaria cada vez mais rapido
a medida que entrasse em camadas cada vez menos densas. E se vocé fizer as camadas cada
vez mais finas, onde a Lei de Snell é obedecida em cada interface, vocé eventualmente obtera
uma curva continua. Agora a questdo é: como a velocidade da luz deve mudar de uma camada
para a proxima para que ela modele com precisdo um objeto em queda? Vocé poderia tentar
resolver o problema pensando que, se a particula tem que cair de A para B, a particula vai
transformando energia potencial em enérgica cinética. Se vocé escrever a conservacgao de ener-
gia (E =T + V) para essa relagdo, vocé descobrira que a velocidade que a particula atinge a

qualquer momento é proporcional a \/_ onde y é a altura do topo:

mv? v?

T=V=T=mgy:7=gy$v=,/2gy

ou seja,

v oLy
Agora, substituindo na equacéo de Fermat, temos

senf; senb,

VN

Esta formula é para duas camadas. Agora, vamos imaginar que a descida do corpo possa

ser dividida em muitas camadas, entdo, podemos inserir nossa expressdo para a velocidade da

luz em cada camada na Lei de Snell.



senf; senf, senf; senf, senfs senbq

NN N N AN N

senb;

= k.
Vi

Portanto, o seno do primeiro &ngulo dividido pela raiz quadrada de y para a primeira camada é

=k

igual ao seno do segundo angulo dividido pela raiz quadrada de y para a segunda camada e,
assim, por diante. Diz a histéria que Bernoulli reconheceu imediatamente como a equacéao de
uma cicloide. Essa € a trajetdria tracada por um ponto preso a borda de uma roda rolante. 1sso
também é conhecido como curva braquistdcrona, do grego para tempo mais curto. A solucao
surpreendente € que a maneira mais rapida de ir de A para B é seguir um arco de uma cicloide,
ndo um circulo. Uma propriedade interessante da cicloide é que ndo importa de onde eu solte
a massa, ela sempre chega ao final ao mesmo tempo. Por esta razdo, também é conhecida como
curva tautocrona, do grego para mesmo tempo.

Cerca de 40 anos depois, Pierre Louis de Maupertuis (1698-1759, aluno de Johann
Bernoulli), também estudou o comportamento da luz e das particulas, e notou que em alguns
casos 0s dois se comportam de maneira muito semelhante. I1sso o fez pensar se o principio do
menor tempo de Fermat ndo fosse o mais fundamental? Quer dizer, por que a natureza deveria
se importar em minimizar o tempo? Talvez haja uma quantidade mais fundamental sendo mi-
nimizada, uma que ndo governe apenas a luz, mas também as particulas. Entdo, na década de
1740, ele prop6s uma nova quantidade, que ele chamou de acao (S):

S = mvs,
massa X velocidade X distancia. Seu raciocinio foi algo assim: quanto mais longe algo vi-
aja, maior a acdo. Quanto mais rapido vai, maior a acao. E se for uma particula, entdo quanto
mais massiva for, maior a acdo. Se houver multiplos segmentos na jornada, entdo a acdo total

é apenas a soma da massa vezes a velocidade vezes a distancia para cada segmento:

S = Z mv;is;.
i

Em 1744, Maupertuis escreveu: "Esta acdo é a verdadeira despesa da Natureza, que
ela se esforca para tornar a menor possivel.

Maupertuis foi atacado e ridicularizado pela sua ideia revolucionaria. Um de seus ami-
gos de longa data, um colega fisico chamado Samuel Konig, escreveu que "nao s6 seu principio
esta errado, como vocé também o roubou de Leibniz". Voltaire, que costumava ser um amigo
proximo de Maupertuis, o0 acusou de plagio, fisica ruim, estupidez e quase tudo mais que ele

conseguiu pensar. Mas, nem todos o atacaram. Alguns simplesmente o ignoram. Tudo isso foi
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terrivelmente estressante para Maupertuis que se aproximava do fim de sua vida e, mais do que
tudo, ele pensou que o principio da menor acdo seria aquilo pelo qual ele seria lembrado. Esse
seria seu legado. Mas agora ele estava sendo atacado, zombado, ridicularizado e ignorado. In-
felizmente, esse tratamento foi pelo menos um tanto justificado porque Maupertuis surgiu com
esse principio meio que tirando do nada. N&o havia nenhuma razao 6bvia pela qual a natureza
deveria se importar com massa vezes velocidade vezes distancia, ou menos ainda, por que essa
quantidade deveria ser minimizada. Matematicamente, o principio da menor acdo também nao
era rigoroso. Mas havia um homem que o defendeu veementemente, e esse homem era Leo-
nhard Euler (1707-1783, matematico e fisico suico e aluno de Johann Bernoulli). A primeira
coisa que Euler fez foi substituir a soma por uma integral para que se pudesse calcular a acao
enquanto a velocidade ou a diregdo mudavam continuamente:
Ymvs — [ mvds.

Euler usou isso para encontrar o caminho de uma particula ao redor de uma massa
central, como a érbita de um planeta ao redor de uma estrela. Resolver isso significava que, de
todos os caminhos possiveis entre dois pontos, ele teria que encontrar aquele para o qual a agdo
era a menor. Isso € semelhante ao problema que Fermat tentou resolver, s que agora, em vez
de mudar uma variavel, ele teria que variar todos os pontos possiveis ao longo do caminho, que
sdo infinitos. A matematica ainda ndo havia desenvolvido as ferramentas necessarias para lidar
com tais problemas e o proprio Euler teve que inventar um novo método. Era complicado e
demorado, mas funcionava. Através desse processo, ele percebeu que o principio da menor
acdo so funciona se a energia total for conservada e for a mesma para todos os caminhos
considerados. Estas eram duas condi¢des que Maupertuis ndo havia percebido serem necessa-
rias. Entdo, Euler melhorou o rigor matematico do principio. Ele encontrou duas condi¢des
extras e forneceu um exemplo especifico de seu funcionamento.

Euler ainda estava longe de uma prova geral. 1sso teria que esperar por outro matema-
tico lendario, Joseph-Louis Lagrange (Turim 1736, Paris 1813). Joseph-Louis Lagrange era
um jovem timido de 19 anos, em grande parte autodidata. Mas apesar de sua idade, ele ja estava
trabalhando na vanguarda da matematica, inclusive com o novo método de Euler. Em 1754,
ele compartilhou seus resultados com Euler, que respondeu que Lagrange havia "elevado a
teoria ao mais alto grau de perfeicdo”, o que lhe causou "a maior alegria”. Mas além de
serem matematicos de classe mundial, os dois tinham outra coisa em comum. Ambos eram
grandes proponentes do principio da menor acdo. E cerca de cinco anos depois, apenas um ano

apos a morte de Maupertuis, Lagrange conseguiu fornecer uma prova geral. Vamos seguir aqui
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uma versdo moderna da derivacdo. De acordo com Maupertuis, a particula seguira a trajetéria

gue minimizard a acdo: 6S = 0. Usando a versao de Euler, podemos escrever

ds mv? mv?
5fmvds=0=>6fmvadt=O=>6fmv2dt=0=>6fT+Tdt=0.

v

A energia total deve ser conservada e a energia total é simplesmente a energia cinética mais

potencial, ou seja,

E=—+U=—=E-U
2 2
Usando esta equacao na anterior, temos que
5 [ ™ s
2 2

5[("2’2 )dtzO.

Podemos dividir essa integral em duas partes e, como a energia é constante, podemos integrar

>dt+6fEdt=0

)dt+6(Et) =0

esse termo em relagéo ao tempo para obter
m 2
1)
(%
s [ (

mv?
6J<T—U>dt+(5E)t+E5t=O.

Como Euler afirmado, a energia de diferentes caminhos tem que ser a mesma, entdo 6E = 0 e

of (-

Rearranjando essa equacdo, descobrimos que a variacao desta integral é igual a menos a energia

mv?
6J<T_U>dt= —Eébt.

Agora, de todos os caminhos que conservam a energia, vamos escolher somente 0s

este termo desaparece:

)dt+(6E)t+E6t—0
0

vezes a variacdo do tempo

caminhos que tém o mesmo tempo. Se fizermos isso, entdo ndo ha mais nenhuma variagdo no

tempo, 8t = 0, e este termo desaparece. Logo,
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O principio de Maupertuis se transformou em outra forma, onde agora a variacdo da
energia cinética menos a energia potencial integrada ao longo do tempo é igual a 0.
A primeira pessoa a escrever o principio da menor agao dessa forma foi William Rowan

Hamilton em 1834, e ao fazer isso, ele teve o principio nomeado em sua homenagem.

Nz

Onde q representa a coordenada generalizada e L é o Lagrangiano dada por

6fL(tqq)dt—0

maq?
L= > - U(q).

Este principio é chamado de Principio da acdo minima de Hamilton. Uma injustica com La-

grange.

O Principio de Hamilton é a maneira moderna de escrever o principio da menor agéo
e a maneira como vocé o encontra em quase todos os livros de fisica. Em parte, isso ocorre
porque o Principio de Hamilton lhe diz como os objetos se movem de um lugar para outro, em
vez de apenas fornecer o formato do caminho. Duas outras diferengas importantes entre ambos
0s principios sdo que a acdo é agora uma integral sobre o tempo, em vez do espaco. E uma
consequéncia € que com o Principio de Hamilton, vocé agora precisa de um ponto inicial e
final, e de um tempo inicial e final. A terceira € que no principio de Maupertuis, vocé precisa
manter a energia dos diferentes caminhos a mesma, mas o tempo pode variar. Enquanto com o
Principio de Hamilton, as energias podem diferir, mas o tempo tem que ser 0 mesmo entre 0s
caminhos.

Portanto, se queremos encontrar a trajetoria seguida por uma particula, devemos mini-

mizar o funcional da agéo.
6S=5](T—U)dt=0.
Nossa tarefa agora é encontrar as equagdes que minimizam o funcional da acio. E claro

que dados os pontos x; e x; sobre o plano, existe uma infinidade de curvas y = y(x) que passa

pelos pontos dados. O que queremos é determinar a curva y = y(x) que torna estacionaria a
integral
xf
I = J F(x,y,y)dx.
Xi
Para que possamos usar as técnicas do calculo ordinario, vamos construir uma nova funcéo

Y (x, €), tal que
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Y(x,€) = y(x) + en(x), (1.4)
onde e representa um nimero pequeno e n(x) é uma funcéo arbitraria que se anula nas extre-
midades, i.e., n(x;) = n(xf) =0, pois nesses pontos devemos ter Y(x;e) =y(x;) e
Y(xs, €) = y(x;). Fixando a funcéo n(x) e variando e obtém-se uma familia de curvas Y (x, €).
Portanto, Y (x, €) é fungdo de e também. Consequentemente, o comprimento de cada curva

depende de €, ou seja,
Xy
I1(e) = f F(x,Y,Y"dx. (1.5)

X
Y’ é dado por
Y'(x,€) = y'(x) + en' ().
Escrevemos I em funcdo somente de €, pois a dependéncia de I em relacdo x ja foi integrada.

O extremo da Equacéo (1.5) pode ser encontrado fazendo

dl 3
delecy 0 (16)
Mais precisamente, devemos ter
al d fo Y,Yd i dF Y,y d 0
deleco EJ (e, ¥)dx O‘fx, [Gereer )Lzo x= (L.7)
i €= 2

N&o ha problema algum em derivar sob o sinal de integracdo, pois estamos derivando em rela-
cdo € e integrando em relacdo a x. Derivando F(x,Y,Y") em relacdo a €, obtemos

dF(xY,Y) _0Fdx 0FQY OF 3y _OF w1 2
de  9x0e  avoe oy de oy~ oy (1.8)

=0

A derivada dx/de = 0, pois x € independente de €. Usando (1.8) em (1.7), obtemos

dl _jxf 6F()+6F 0 )d o
deleey  |), \ay ™ Ty T JeX = (1.9)
t €=0
Avaliando (1.9) em € = 0, obtemos
[ (5ot +5om@) |ax =0
—nx =N (x x=0. _
. \ 0y dy (1.10)

Esta é a forma fraca da Equacéo de Euler-Lagrange, pois temos n’(x) ao invés de n(x). Usando
integracdo por partes, temos que
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(72 i i [ ()
;N (X)ax = ;X - —_ 7 X
Xi ay ay X; x; dx ay

=0 (1.11)

[ (o

Xi

Em (1.11) usamos a condicdo de contorno n(x;) = r](xf) = (0. Usando (1.11) em (1.10), obte-

mos

dl xf [ OF d /0F

delecy fxi (@n(x) Tdx (a_y')”(x)> dx = 0. (1.12)
di _fxr oF d (aF) (odx = 0

deleey ), \oy " dx \gy) )T =T (113)

Como n(x) é uma funcdo arbitraria, entdo, usando o lema fundamental do célculo variacional,

devemos ter

oF d (GF): (114)

ay dx \ay’
A Equacao (1.14) é a famosa equacdo de Euler-Lagrange que € extremamente importante na

mecanica analitica. Vamos mostra agora que &1 é equivalente a

dl
del ., (1.15)
De fato, expandindo o funcional F[x,y,y'] em série de Taylor, temos
oF oF
Flx,y+6y,y' +6y'] = Flx,y,y'] + @631 + 753}’ + 0(6%)
oF oF
Flx,y +8y,y' +6y'l = Flx,y,y'] = =6y + =—y" + 0(5%) (1.16)
=7 dy ay’
Portanto, a primeira variacdo do funcional F é dada por
_OF oF |
SF = @(w + 3y 5y (1.17)

Integrando (1.16) em ambos os lados, obtemos
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xf xf
f Flx,y + 8y,y’ +5y’]dx—f Flx,y,y'ldx
X X

i i

8§Mp
fxf (6F6 N oF 5 ’)d +0(6) (1.18)
= 20y T o0y |ax )
x 0y dy

s
onde 51 e M significam variagio total e primeira variacdo do funcional F[x,y,y'], res-
pectivamente. Se desprezarmos os termos de ordem 0(§?2), teremos apenas a primeira varia-
¢ao, ou seja, a parte linear de (1.18):
SMI = fxf (a—de + a—de’) dx,
x; \OY ay’ (1.19)
onde 6 M7 significa que estamos retendo apenas a primeira variagio do funcional, o qual de-

notaremos por

ol = fo (a—de + a—FSy’> dx

i, \0y y (1.20)
Esta é a forma fraca, pois temos &y e §y'. Agora, integrando o segundo termo do integrando
de (1.20) por partes e usando a condicdo de contorno 8y(x;) = Sy(xf) = 0, pois nos pontos

Xx; € xy Ndo existem variagdes da fungdo y(x), obtemos

xf 6F6 ' (’)F6 xr fxf d ((’)F>6 p f"f d (6F)6 p
0y ax = ——=0yl — ——\377)oyax = — ——\377)oyax
x 0¥ ay' "1, Jy, dx\dy x; Ax\0y

Usando este resultado em (1.20), obtemos

Py fxf(6F6 d (6F)6 )d fxf oF d (6F)>6 J
e B — —_——_— 7 y X = - y y X .
x \0y T dx\dy « \0y dx\dy (1.21)

Como &y é arbitraria e usando o lema fundamental do célculo variacional, obtemos a condi-

¢ao para encontrarmos o extremo do funcional F[x, y(x),y'(x)], ou seja,

oF d (6F> _ 0

ay dx ayr - % (122)
que é a equacdo de Euler-Lagrange. Lagrange obteve essa equacgdo usando o principio de
D’Alembert. A derivagdo acima ¢ atribuida a Euler. Usando a Equagao (1.4), temos que
Y(x,€) =y(x) + en(x) = Y(x,€) — y(x) = en(x) = |8y = en(x)

8y

Usando estes resultados em (1.21), temos
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51 = fx jf (Z—I; - % ( g§)> en(x)dx (1.23)

Observe que (1.23) e (1.13) sdo iguais, exceto pela constante €. A partir de (1.23) e (1.13) po-

demos concluir que

Wi aF dl
or = U (631 dx \oy’ ))n(x)dx] T de

A Equacdo (1.24) mostra que uma funcdo y(x) € extremo do funcional F[x,y,y'] se a pri-

€ (1.24)

€=0

meira variacdo 61 = 0 ou, equivalentemente,
dl
de

O operador variacéo 6 e o operador derivada d/dx sdo comutativos. De fato, derivando a

€=0

Equacéo (1.4), obtemos
Yi(x,e) =y'(x) +en'(x) = Y'(x,€) —y'(x) = en’(x)

Syr
(1.25)
16y' =Y'(x,€) —y'(x) = en' (x)|
5y =5(P) = v -y@=2-Z=C vy =2
Y =0\ T Y T Y Ty T yy B ( ») (1.26)
Portanto,
dy) d
5(3) =
O operador & pode operar tanto fora quanto dentro do integrando:
6jy(x)dx =j§y(x)dx. (1.27)
Exercicios.

Encontre a equagdo da curva que minimiza a distdncia entre dois pontos
no plano.
Resp.

xf
I = f 1+ y'2dx.
X
Neste caso,

Flx,y(x),y' (0] = y1+y.
Usando Euler-Lagrange, tfemos
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)27 )

= = constante > y' =

dx
\/1+y’2 /1+y’2

|y(x) = cx+b|

1.3 FORMAS ALTERNATIVAS DE EULER-LAGRANGE

Existem duas formas alternativas da Equacdo de Euler-Lagrange
JoF d (OF) _
dy dx\oy')

Essas formas alternativas sao Uteis em algumas situacGes. Uma dessas forma é quando (1.28)

(1.28)

ndo depende explicitamente de x e a outra é quando (1.28) nao depende explicitamente de y.

Se a Equacdo de Euler-Lagrange ndo depende explicitamente de y, entdo

d <6F)_0
dx \ay')

Neste caso, obtemos

oF

E)_y’ = constante. (1.29)

No caso em que F ndo depende explicitamente de x obtemos a identidade de Beltrami. Multi-

plicando a equacéo de Euler-Lagrange por y’, temos

,O0F  d (aF) 130
y' ay Y x\ay (1.30)
Derivando F(x,y(x),y'(x)) em relagio a x, obtemos
dFF 0F O0Fd oF dy' OF ,0F oF
4 Y _ (1.31)

dx 6x+6ydx+6y dx _ ox yay yay

Isolando o segundo termo do lado direito de (1.31) e substituindo em (1.30), obtemos
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dF 9F ,dF ,d (OF
a‘a‘ a—y‘ya(a—y')=°-
oF oF
[y ydx(ay)]zﬂ
dF d oF JoF
E‘E( ay'):a_x
d JOF\ OF
a(“y a—yf)=a (1.32)

Agora, se F nédo depender explicitamente de x, entdo o lado direito de (1.32) deve ser nulo, ou

d oF

E( _y6y>
,OF
6’_

Exercicio. Use a identidade de Beltrami para minimizar os funcionais (1.1) e (1.3).

seja,

F—y' constante. (1.33)

1.4 VARIAS VARIAVEIS DEPENDENTES

A Equacéo de Euler-Lagrange que derivamos considerou apenas uma variavel depen-
dente, isto é, F = F(x,y,y"). Nesta secdo, vamos considerar o caso em que o funcional de-
pende de varias variaveis dependente, isto &, F = F(x, V1, Y2, """, Yo Y1,» Y2, ***» V). Nesse

caso, as equacdes de Euler-Lagrange assumem a forma

O _2(98) oo i=1 1.34
dy; dx (')yl =L (1.34)

Na demonstragdo de (1.34), usaremos o fato de que estamos procurando as fungdes

v, (x), y2(x), -+, ¥y, (x) que minimiza ou maximiza a integral

Xf
I =] F(x:ypyz:"’:yn:y{;,Yé;”',yé)dx- (1.35)
Xi

O procedimento € inteiramente andlogo ao que fizemos na obtengéo da formula para o caso de
uma varavel dependente. Como no caso anterior, existe uma infinidade de curvas entre os pon-
tos x; e xs. As trajetorias que estdo infinitamente proximas das verdadeiras trajetorias podem
ser descritas por

Yi(x, €) = y;i(x) + en(x). (1.36)
Expandindo (1.35) em uma série de Maclarin, temos
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dl
1(e) =1(0) +—| €+ 0(e?).
dele—g
Desprezando os termos de 0 (e?), temos
61 =1(e) —1(0) = e . €.

Fazendo 61 = 0 € 0 mesmo que

dl B
dele—y
pois, € é infinitamente pequeno, mas ndo e nulo. Substituindo I pela integral, obtemos
d (*f 1d
_f F(x,Yl,Yz,"',Y{,Yé,"')dx = j _F(X,Yl,YZ,"',Y{,Yé,"')dx =0
de X €=0 X1 de €=0

=0.

€=0

j‘xfz oF aY oF oY} 4
av, 0 "oy, oe |“*
Integrando o segundo temo do somatdrio por partes e usando (1.36), obtemos

Ule )__<§—5>m(x)l dx] ~o

€=0

Uxfz aTz‘@( )lm(x)dx] —0.

e=0

Usando o lema do célculo variacional obtemos (1.34), isto é,

OF _d (9F\ _ . . _
gy, dx\ay;)” > T hm

Portanto, se o funcional depender de vérias fungdes, entdo deveremos ter uma equacédo de

Euler-Lagrange para cada funcéo para obter o conjunto de fungdes que minimizardo o funcio-

nal.

1.5 CONSERVACAO DA ENERGIA

Vamos mostrar agora que a conservagao da energia € uma consequéncia da simetria
temporal, ou seja, a energia € invariante quanto a translagdo temporal. Isso quer dizer que a
energia produzida por um experimento feito hoje é a mesma energia produzida pelo mesmo
experimento realizado amanh&. Comegamos fazendo uma translagéo infinitesimal £ no tempo:
t->t+e

O Lagrangiano L' pode ser escrito como
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L'=L+ dL
B & dt

onde e% representa a taxa de variagdo do Lagrangiano L com o tempo multiplicado pelo ta-

manho da variacdo €. Derivando o Lagrangiano L = L[t, x(t), x(t)] em relacdo ao tempo, te-
mos
dL JdLdx 0L dx
dt " oxdt ' ox dt
dL 0L 0L dx
at ~ox* Toxdr
Usando a equacéo de Euler-Lagrange, obtemos
dL d (0L\ ., OL dx
-zl
Usando a regra do produto (fg)' = f'g + fg' podemos reescrever esta equagdo como

o)) =0

d( - '2+U)—d(1 - U)—dE—
ag\"™ ™ “ac\2™ Codt

Portanto, E = constante, ou seja é invariante quanto uma translacao temporal.

Consequentemente, temos

0

1.6 CONSERVACAO DO MOMENTO

A conservacdo do momento linear € uma consequéncia da invariancia translacional. Considere
uma pequena translacdo da posicédo x:

X—>x+e&

X=X

Primeiro, vamos mostrar que a Lagrangiana é invariante quanto a uma translacéo.

d (0L d (0L oL

#le) (@) -5 o _on
d (0L\ L - ax  ox
a(ax>:£

. L(t,x+¢&,x) =L(t, x,x)
Agora, uma pequena variagdo da Lagrangiana devida a uma pequena translacéo é dada por
6L =L(t,x+¢&x)—L(t,x,x)
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Expandido o primeiro termo do lado direito usando série de Taylor, temos

dL
SL = L(t,x,%x) + mEt 0(e?) — L(t,x, %)

_aL
_8x€

Aqui, desprezamos os termos de ordem 0(£2). Como o L é invariante com respeito a transla-

6L

¢ao, entdo temos que

oL

E =0
Consequentemente,

d a_L_aL:dp_aL:’dp_():} .
act\ox) " ox T dr ox . dr p=cte.

1.7 RESTRICAO HOLONOMICA

Uma restricdo holonémica é uma relagdo entre as coordenadas que pode ser expressa

na forma de uma equacéo do tipo
f(q1, 92, qn, t) =0,

onde os g; sdo as coordenadas generalizadas. A restricdo holonémica pode envolver também
varidveis dependentes. Quando a restricdo ndo depende explicitamente do tempo t, a restricdo
é chamada de escleronémica. Na presenca de uma restricao, as variaveis dependentes nao sao
independentes um das outras. Por exemplo, considere o problema descrito por
f(x,v1,Y2,°*, ), Onde as n variaveis dependentes, y; (x), estdo relacionadas por m restri¢des

da form

[V, Y2, 9) =0

fm(x:ylfyZ' 'yn) = 0.
Cada restricdo reduz um grau de liberdade. No nosso caso, se tivermos n variaveis dependentes

e m restri¢des, entdo o numero de graus de liberdade serd de n — m e podemos usar apenas
n — m equacdes de Euler-Lagrange para resolver o problema proposto. Na teoria, esse proce-
dimento € simples, mas na pratica ndo ¢ tdo facil assim. O melhor jeito é considerar as n vari-
aveis e usar os multiplicadores de Lagrange. Este método consiste em tomar a varia¢do de cada

equacéo da restricdo, ou seja,
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0fi 0fi 0fi

6f1=a—yl6y a 6_')/ + - +E6}In—0
_ Ofm fm 0fm
Ofm = 3y, 6y1 +a Sy, + - +ayn6y =0.

Em seguida, multiplicamos cada uma destas equac6es por um multiplicador indeterminado A4
(multiplicador de Lagrange) e 0s somamos:

Mbfi + A0 + -+ 4,6fn = 0. (1.37)
Como cada restricéo € igual a zero, isto &, f;(x, y1, V2, -+, ¥) = 0, entdo devemos ter §f; = 0,
onde i = 1---m, 0 que justifica a soma nula em (1.37). Por outro lado, a variacdo de F, no

ponto estacionario, é zero. Pois,
6l = 0= SJF(x,y(x),y’(x))dx =0= j&F(x,y(x),y’(x))dx = 0.

Essa integral so é nula se §F (x, y(x),y'(x)) = 0. Por outro lado, temos que
Py oF OF 5y + oF

y, 9y,

Somando as Equacdes (1.37) e (1.38), temos
oF oF

—34
0y1 it 0y

— +0F5 =0 1.38
y2 + y, Yo = 0. (1.38)

OF syt 28
Y2 oy,

L JE JE
+/1( 8y, +=—08y; + - +=—8 )
2 a 1 yl ayz yz ayn yn

Ofm Ofm Ofm >
+ +/1m<ay16y 8y + ot Sy,

Rearranjando os termos de (1.39), temos
_OF N oF P oF 5
dy, dyy "

of; of; of;
5= 15y1+,116 126y2 +/116y1 5V,

of> of> of,
+A oy, + 1 Sy, +-+ 1 o)
zayl Y1 zayz Zay Yn

5y, + Ay (af Sy, + 6}{12 5y, + - +§6y )

(1.39)

0fm fm 0fm
— oy, + A =—06y, + -+ 1, —96
mayl yl mayz ayn y‘l’l

Esta equacdo pode ser rearranjada na forma de um somatério:

+1
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n
oF afi af; 0fm
Rl L Sy 2L —)5 =0, 1.40
; (a)’i Yoy, "oy ™ Jy; ) O (1.40)
A Equacdo (1.40) so sera nula se cada coeficiente de §y; for zero, pois todos §y;’s sdo inde-
pendentes. Uma outra forma de pensar seria a seguinte: como 0s A's podem assumir quaisquer

valores reais, entdo, podemos escolher um conjunto de A's de tal modo que

25 + A a’; Azaf ---+/’lmg§:';=0, i=1-,n (1.41)
A Equagéo (1.41), com a ajuda da Equacdo (1.37), pode ser escrita como
SF + 2,8f, + A,8f5 + -+ A0 fm = 0, (1.42)
ou
S(F+Mfi+ AL+ -+ Anfm) =0, (1.43)

onde os A's sdo obtidos usando as equacdes (1.41). A Equacéo (1.43) afirma que a variagdo de
F+ A fy + Ao f; + -+ + A fin € zero para uma variagdo arbitraria nas coordenadas generaliza-
das. Observe que inicialmente tinhamos que 6F = 0 sujeita as restri¢oes f; (y1, Y2, V3, ==+ ¥n) =
0. Agora temos §(F + A1 f; + A2f5 + -+ + A fin) = 0 Sem nenhuma restricdo sobre as coor-
denadas generalizadas.
No caso de termos apenas uma restri¢do, a Equacdo (1.43) é dada por
S(F + Af) = 0. (1.44)
Esta Equacgéo produz n equagées do tipo
0
ayl - a;
Alem disso, temos uma outra equagdo que € f = 0. Portanto, temos n + 1 equaces em n + 1
varidveis desconhecidas. Como o numero de equac@es é igual ao nimero de variaveis, a solu-
cao do sistema de equacdes é Unica.
Exemplo 1
Considere um plano dado por 0(x,y) = x + y. Um circulo no plano xy é projetado no
plano. Determine os pontos de maximo e minimo do circulo projetado no plano sujeito a res-
tricdo (x — 2)2 + (y — 2)? = 1.
Solucao:
0(x,y) =x+y
fry)=x-2*+@-2)*-1=0
A condigéo
5@+ Af) =0,
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quando inserida na equacdo de Euler-Lagrange leva-nos as seguintes relacdes:

)
—(0+2)=0=1+21(x~2) =0

0
$(®+Af)=0=>1+21(y—2)=0.

Além disso, temos uma terceira equacdo dada por f = 0, que € a restri¢do, ou seja,

(x—2)24+(@y—-2)2-1=0 (1.45)
Resolvendo as duas primeiras equagdes para A e igualando os resultados, vemos que x = y.
Substituindo y por x em (1.45), obtemos

_2+«/2
X=exy

Portanto, os pontos extremos de ©(x, y) = x + y, sujeito arestricdo (x — 2)? + (y — 2)? =1,

x V2 V2 V2 V2
Sao (2 +7,2 +7)e (2—7,2—7)
Exemplo 2
Encontre o valor maximo de f(x, y) = x?y com a condigdo de que x e y pertencem ao circulo

x? +y? =3,

1.8 DERIVADAS DE FUNCIONAIS

No célculo diferencial, a derivada parcial indica a taxa com que uma fungao varia em
relacdo a uma das coordenadas. Por exemplo, dada uma funcéo f(x,y, z), a taxa de variagao
de f nadiregdo de x é dada pela derivada parcial df /dx. Seria interessante descrever de modo
similar a taxa de variacdo de um funcional com respeito a funcdo da qual o funcional depende,
ou seja, a variagdo do funcional I[u(x)] na diregdo de u(x). Isto pode ser feito usando a deri-
vada funcional denotada por 61/5u do funcional I[u(x)]. Similarmente a defini¢do ordinaria

de derivada, vamos diferencial o funcional ITu(x)] com respeito a €, ou seja,

dl o Hu+en] —1Iu] 1 ( ™ , ,
— = lim =lim— J F(x,u+enu +en’)dx
dele=g €-0 € =0 € (Jy,
X1
— J F(x,u, u')dx}
Xo

(1.46)

Expandindo a primeira integral usando série de Taylor multivariada, temos

25



dl
de

oF d0F *1
= lim— {f [F(xuu’)+—en+a—en +0(62)]dx—f F(xuu)dx}

e—0
€=0 € o

X1
f F(x,u, u’)dx}
X

Desprezando os termos de ordem 0 (e?), obtemos
dl

4 wat{[ e 0
1 X1 X1
= lim— {f F(xuu’)dx+f [ f F(x,u,u')dx}
e-0€ X0
X1 X1
eeoe{f en+a,en]dx}—llmf aun a,n]dx
*1 oF
_fx (au" 6u’n)dx
0

dl _J‘xl(aF +6F ’)d
e=0  Jx, ou o )

de

Integrando a segunda integral por parte, obtemos

2 i o] [ £

de o
_,_/
=0

O segundo termo do lado direito se anula, pois n(x,) = n(x;) = 0. Logo,

eless Fa—— (50)] ez = L:lg—in(x)dx.

onde definimos a derivada funcional como
ol _ JoF d (6F>

Su_ ou dx\ou'/)
Dizemos que a derivada do funcional I[u, u'] existe se puder ser colocada na forma (1.47)
dl *1 51
deleco J 5 1 ()4, (1.47)

Devemos ter o cuidado de colocar o resultado na forma do lado direito de (1.47) (Parr & Yang
1989, p. 246).

Exemplo 1. Usando a definicéo (1.47), encontre a derivado do funcional dado por

Fly(o)] = f y2(x)dx.

26


http://en.wikipedia.org/wiki/Functional_derivative#CITEREFParrYang1989
http://en.wikipedia.org/wiki/Functional_derivative#CITEREFParrYang1989

X1

dF[y(x 1 1=
&I _ lim= [ [+ en)? — y?]dx = “r%gf (y* + 2yen + €*n* — y*)dx
0 Xo < o

de

e—>0 €

e-0 €

1 (% 1 (* X1
= lim—f (2yen + €’*n?)dx = lim—f (2yn + en?®)dx = J 2yn(x)dx
X0 €e-0€ X0 X0

Portanto, este resultado estd na forma (1.47). Consequentemente, a derivada do funcional

Fly(x)] e
SF

sy(0)
Exemplo 2. Usando a definicéo, encontre a derivada do funcional

(D] = f Jo@a.

2y (x).

Usando novamente a defini¢do (1.47) e expandindo (<p(t) + gqb(t))E em uma série binomial,

obtemos

dF[y(x)]
de

1t 1 1
= lim = j [(q)(t) +ep(1))? - qﬁ(t)l
=0 t

-0 €

= lim— f [(pZ(t)+ Q@ Z(t)€¢(t)——(<l)(t)) 2(5¢(t)) +-
1
— <p7(t)l dt

= lim— j l Z(t)€¢(t) ——((P(t)) 2(5¢(t)) l

e-0 €

= tim | 01 [5 P2 ~ §(<P(t))_§€¢2(t)l at = [0 0p0oar

O resultado obtido esta na forma de (1.47), portanto, a derivada do funcional F[¢@(t)] €

OF 1 _1
0]

1.8.1 Notagdo variacional é

Vamos usar o simbolo & para a notacdo variacional para que possamos tirar vantagem da
similaridade das notacfes d e d usadas no célculo diferencial. Desse modo, ndo precisamos
mais nos preocupar com as construgdes matematicas envolvendo os simbolos € e . A principal
diferenca entre os simbolos d, d e § € que d e d envolve mudancas na funcdo de ponto a ponto,

enquanto o simbolo & denota mudanca de funcgéo para funcdo mantendo fixo o ponto x.
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Ponto final

Ponto inicial

Figura 1.1. Diferenca entre as notagdes 6 e d. § representa um variagéo infinitesimal da funcéo
f(x) mantendo consta nte a variavel independente x. O simbolo d representa um
variacdo da fungdo f devida a uma variacao infinitesimal da variavel independe x.

Vamos explorar um pouco mais a similaridade entre as notacdes 6 e d. Para tanto, seja 0

funcional dado por
X1
I =] F(x,u,u")dx.
Xo

Agora, considere o conjunto de todas as fungbes com extremos x, € x;. Queremos encontrar a

funcdo u(x) que torna o funcional I[u(x), u'(x)] estacionario, ou seja,
X1 X1
Slu(x)] = SJ F(x,u,u)dx = J SF (x,u,u")dx 0. (1.48)
X0 X0

Em (1.48), usamos a propriedade (1.27). Usando a notac¢do variacional &, vemos a similaridade
entre a diferencial de uma funcéo f(x,y, z)

af af of
df = 5dx + 5,0y +5,dz

que representa a mudanca da funcdo f ao longo da curva de ponto em ponto e de uma funcao

do tipo F(x,u(x),u’'(x)), ou seja,

Para fazermos a distingéo entre df e dF, vamos mudar a notacdo de dF para
JoF oF JoF
oF = dx ou ou’
No entanto, x € uma varidvel indepente e, portanto, ndo varia: 6x = 0. Com essa observacao,

(1.49)

podemos escrever
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que ¢ a variacdo de F de funcéo para funcdo. Do célculo diferencial e integral, sabemos que o
ponto estacionario de f(x, y, z) é obtido fazendo df = 0. De modo similar, vamos encontrar a
funcéo u(x) que torna funcional I estacionario, fazendo 61 = 0. As leis de soma e produto que
se aplicam ao diferencial df se aplicam também ao &F:

6(F+G) =38F +6G e d(FG) = F6G + GOF.
Para ilustrar a notacdo &, vamos rederivar as equacgdes de Euler-Lagrange usando essa notagéo,

ou seja, vamos procurar a funcdo que torna o funcional
X1
I[u] = f Flx,u(x),u'(x)]dx
Xo
estacionario. Fazendo 61 = 0, obtemos

6l[u] = 6.fx1F[x,u(x),u’(x)]dx = foSF[x,u(x),u’(x)]dx =0.

0

Usando (1.49), obtemos

*1 *1 (OF oF oF
j OF [x,u(x),u’(x)]dx = j (— ox +—adu + —6u’) dx
X0 Xo

0x ou ou’'
—jX1<aF6 +aF6 ’)d
)y, \ou T

onde usamos o fato de que x ndo varia e, portanto, 6x = 0. Integrando por parte a segunda

integral, obtemos

51—fxlaF5 dx + aF5 ]xl fxl d (aF>5 d
_xau”x au'”x dx \ou') "
0 0 X0

Como u(x) nédo varia nos extremos, entéo

51 = xlang N 6F6]x1 fxld(aF>6d _fxl oF d<aF)6d _ )
A au " T au Y, L. dx \ou’ ux—x gu  dx\ou)| O T
0 0 0 0

=0
Usando o lema fundamental do calculo variacional, temos que
JdF d (aF) _
ou dx\ou')
Que é, exatamente, a equacdo de Euler-Lagrange para F = F(x,u,u") obtida anteriormente.

1.8.2 Regradasoma

Usando a defini¢do (1.46), podemos mostrar que a derivada funcional segue regras si-
milares as derivadas ordinarias. A primeira destas regras € a regra da soma ou linearidade.
Considere, por exemplo, os funcionais F[f(x)] e G[f(x)] e as constantes c; e c,. Neste caso,

a regra da soma para a derivada de funcionais é dada por
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8 CFIFOO] + eyGIF ] = o O SGT@I

6f (x) b sf(x) 2 8f(x)
Demonstragéo:
SejaI[f ()] = e F[f ()] + c2G[f (x)]
SIFCOT iy _ Ilu+en] —Ifu]
Sf (x) del.—g €0 €
_im & [f () + ep(0)] + G[f (x) + €9 ()] — c1 F[f ()] — 2G[f (x)]
€—0 €
_ lim cl{F[f (x) + ep(0)] = FIf ()]} + co{G[f (%) + e (x) = G[f (0)]]}
-0 €

_ lim {Cl{F [f () + ep()] = FIf (O} N {GIf (%) + ep(X)] - GIf (x)]}}

-0 € €

_ o FIFG) + ep(0)] = FIF (0] _ GIf () + ep ()] - GIf ()]

_ S 86 ()]
BTN TIC))

Portanto, a derivada de uma soma de funcionais multiplicados por constantes é igual a soma

das derivadas dos funcionais multiplicadas pelas respectivas constantes.

1.8.3 Regra do produto

Considere o funcional dado pelo produto de F[f(x)] e G[f (x)], ou seja,
If ()] = FIf ()IGIf (x)]

A derivada do produto de funcionais sera dada por

O (FG) = G+ o
Sf (x) 5f(x) Sf (x)

Demonstragéo:

30



SI[f(x)] _ dI i I[u + en] = I[u]
5FG0)  deloey  es0 €

_ i PG + e¢MIGLf () + ep ()] — FIF )G ()]

e—0 €

_ i P elGlf +epl + FIf + edIGLf] — FIf + eplGLf] — FIFIGLS]

e—0 €

{F [f (x) + ep(OHGIf (x) + e ()] = GIf (D)}

€

= lim

e—0

LG + ep ) — FIFODBGIS (x)]}

€

GIf(x) + ep(x)] = GIf (x)]

€

= Li_r}g F[f(x) + ep(x)] lim

_I_hmF[f(X)+€¢(X)] FIf(x ) GLFC) + ()]

e—0 €

_p 06 oF
5f(x) ~ 6f (x)

1.8.4 Regrada cadeia

Suponha que F seja um funcional de f(x), ou seja, F = F[f(x)]. A diferencial do fun-

cional, ou seja, uma pequena variacdo 6F do funcional F é dado por

oF
5F = j 570 O (1.50)

Agora, suponha que f, para cada ponto x, seja um funcional de g(x), ou seja, f = f[x, g(x)].

Uma pequena variacdo §f é dada por

6f l; l;
6f=j6g(x’) dg(x")dx'. (1.51)

Usando (1.51) em (1 50) obtemos

o# = [ [ sre sy oowasar = [ ([ sra s o) sswdas s

O lado direito de (1.52) é a regra para a obtencdo da regra da cadeia, pois estd no formato de
(1.47), ou seja,
SF _ 6F  6f Iy
6g(x") 6f (x) 6g(x')
Se fé uma funcdo diferenciavel ordinaria, entdo a integral de (1.53) desaparece e podemos

(1.53)

escrever
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§F  6F df
5g(x) ~ 6f(x) dg(x)
onde F = F[f(g(x))]. Nademonstragdo de (1.54) consideraremos primeiro um funcional do

(1.54)

tipo F = F[f(x)]. Uma pequena variacdo de F devida a uma pequena variagdo de f(x), ou

seja, a variacao 6F € dada por

6F

Agora, suponha que f seja, na verdade, funcdo de g(x), ou seja, f = f(g(x)), uma funcéo
composta. Entdo, uma variacdo de f para um ponto fixo de x devida a uma variagdo de g(x),

sera dada por

_of
Of = 3499 (1.56)

Em (1.56) estamos usando os conceitos desenvolvidos em (1.49). Substituindo (1.56) em
(1.55), obtemos:

§F = | —==48g dx. (1.57)

A Equacdo (1.57) esta no formato de (1.47) e, portanto, devemos ter
8F _6F of
6g 6fag
Como exemplo de aplicacdo de (1.54), considere o funcional da energia:
E =E[p(r)].
A densidade eletronica p, para um sistema de camada fechada, pode ser calculada como

(1.58)

N/2 N/2

p() =2 ) |4 =2 ) $i @G

Nesse caso, a derivada da energia em relagdo ao orbital ¢; €
SE 6E 6p  OE
8¢;(r)  Sp ;) bp

Exemplo 2. Considere o funcional

Flg()] = f 9()2dx,

2¢; ().

onde

900 = f koY) )dy
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e k(x,y) é uma funcdo kernel dada. Queremos encontrar a derivada funcional de F com res-
peito a f(x), denotada por §F /6f (x). De acordo com a regra da cadeia para a derivada de

funcionais, temos que
o6F 6F 6g9(y)
5f00 ) 8900 8rG0 ™

SF
1. Encontrar —:

3g9(y)
Como
Fla@)] = [ gGyds
entao
O6F
——=2g(y).
59 9V
Sg(y).
2. Encontrar 5700
Como
900 = [ kCuyf )y
entdo
69(y)
—= = k(x,
5F () (x,y)
3. Substituindo estes resultados na formula da regra da cadeia, temos
6F
— =2 k(x, d=2ka, (ka, ZdZ)d
5705 = | 2900k dy =2 [ ke ([ kGedr@az) dy

Exemplo 3: Seja o funcional F[g] definido como

Flg] =Je9(x)dx

e seja

900 = f FOIhGx - y)dy

onde h(x — y) é uma funcdo dada. Gostariamos de encontrar a derivada do funcional F com
respeito a f'(x), denotado como
SF
6f (x)

8F
Encontrar —:
5g(y)

Como
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Flg] =feg(x)dx

entao
6_F =9
59(y)
59(y),
Encontrar %.
Como
960 = [ FOIRG - )y
entdo

69(y)
— " = h(x —
5f0 MY
Substituindo na férmula da regra da cadeia, temos
OF OF &g
= _— dy
6f (x) 69 6f ()

=fe9(3’)h(x—y)dy =feff(z)h(x_z)dzh(y—x)dy

1.9 DERIVADA FUNCIONAL EM UMA DIMENSAO

Como ja vimos, a derivada do funcional

FlyGol = [ £(xy00.y ().

é dada por

SFly] of d (ﬂ) (1.59)

Sy 9y dx\ay’

Esta formula pode ser generalizada para o caso de um funcional do tipo

Fly()l = ff(x.y.y(”,y(z).y(”u--)dx,

onde y = y(x) e y® representa a i-ésima derivada de y em relacéo a x. A formula geral é dada

OFly) _of _d (of \ d*(of \_ & (of \.
8y  dy dx\oy®) dx2\ay®@) dx3\oy®

por
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Z(— ) 0 <6y m) (1.60)

A demonstracdo de (1.60) é inteiramente analoga a demonstracéao de (1.59).

1.10 DERIVADA FUNCIONAL EM VARIAS DIMENSOES

Seja o funcional

_ f (7, p@), Vp())dr. (1.61)

Considere uma funcdo ¢ () que se anula nas bordas da regido de integracdo. Vamos definir a
fungdo Y (1, €), de tal modo que

Y(r,e) =p(r)+ep(r) e VY(r,e) =Vp(r)+eVep(r).
A derivada do funcional (1.61), de acordo com a definicéo é

. [d ff(r Y(r), VY(r))er 0
U of oY | _of a(w)drl
0

de

aY de O(VY) de

=f(—f¢+—f-v¢)dr
J [ an "’) ( avf,o) ‘7’] dr
=”—¢ an> ¢] dr

[ oo

_ f (@_ V-i)cp(r)dr (1.62)
ap daVp
A terceira linha de cima para baixo foi obtida fazendo € = 0, onde df /dVp ¢ definido como
0 d d of -
avfp = a;i”a,i”a;i
onde py, p, € p, sdo dados, respectivamente, por dp/dx, dp/dy e dp/dz. A quarta linha foi

)

obtida usando a regra do produto para a divergéncia, ou seja,

" (759) = (7 375) + 75 7
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A quinta linha foi obtida usando o teorema da divergéncia e a condicdo de que ¢(r) = 0 nas

bordas da regido de integracao, isto é,

0
fV-(%qb(r))drzﬁ( of gb(r)) ds=0

onde ds representa o vetor unitario perpendicular a superficie fechada S. Essa integral de su-
perficie é nula, pois, por defini¢do, ¢ (r) = 0 na superficie que ¢ a fronteira da regido. Observe
que (1.62) esta no formato de

dF

oF
del.s -] 30 P

Portanto, a derivada de F[p(r)] é dada por
oF _ of of
Sp(r) dp = avp

onde p = p(r) e f = f(r,p(r), Vp(r)). A formula (1.63) é aplicavel a um funcional do tipo

(1.63)

Flo@) = [ 1o, vp@)ar
Esta formula pode ser generalizada para o caso de um funcional do tipo
[p(r)] = j f (r' P(r): VP (r); V(Z)P(r): V(3)p(r)' ) V(N)P(r)) dr: (164)

onde r € R™ e V(Y é um tensor cujas as n! componentes sdo os operadores das derivadas par-

ciais de ordem i, ou seja,

[V®] = o'

@@z OTy 0Ty, -+ 0Ty,

onde a;, a,, -, a; = 1,2,---,n sd0 as coordenadas generalizadas.
Por exemplo, no caso de n = 3 (trés dimensdes) e i = 1, derivada de primeira ordem, as com-
ponentes do tensor seriam dadas por
M=t (22 ) (22 9)
a7y, dry 0ry, 0rs dx 0y 0z
onde, na ultima igualdade, fizemos r; = x,r, = y e r; = z para maior clareza. No caso de trés
dimensbes (n = 3) e derivada de segunda ordem (i = 2), 0 tensor tem as seguintes compo-
nentes:
62
ar, Brﬁ

[ve)],, =
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onde a, 8 = 1,2,3, ou seja, usando a notacao x, y, z, temos o tensor (na notacdo matricial) dado
por
02 02 02
0x? 0xdy 0x0z
02 02 02
dydx 0y? dyoz
02 02 02
0z0x 0z0y 0z*
Para o funcional do tipo (1.64) podemos obter de modo similar ao procedimento usado na

obtencdo de (1.63) uma formula para a derivada funcional:

8Flpl _of  Of o _Of L iwow._ 9
o —ap awp TV awep TV gmmpy
5F[p iy . af
5 +Z( DV s (1.65)

As componentes n* do tensor af /O(V(i)p) sdo as derivadas parciais de f em relacdo as deri-
vadas parciais de p, ou seja,
af
[0(V(‘)p) ala2--ai - 0paraz-ai
onde
dp

074107qy *+ 0Ty,

Pata2--ai =

O produto do tensor escalar é

n ,
O (')f — Z 0* of )
a(v(l)p) 1 aralaraz arcri apa1a2-~-ai

a2, ,ai=

Por exemplo, para o0 caso em que n = 3 e i = 2, 0 produto escalar do tensor €
3

3
Ve a(vmp) =22

a=1f£=1

01,01 6paﬁ

onde
d%p
01,01

Pap =
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1.11 EXEMPLOS DE DERIVADA FUNCIONAL

1.11.1 A funcéo delta de Dirac

Veremos na secdo 1.24, que toda funcgdo pode ser escrita como um funcional usando a

funcdo delta de Dirac. Por exemplo, seja p(r) uma funcdo de r. Entdo,

p(r) =F[p] = fp(r’)cY(r —rhar’.
A derivada funcional deste funcional usando a formula (1.63) é

Sp(r) _ 6Flp] _ 0
Sp(r) — Sp()  dp(")

[p(@)é(r —1r)] = 6(r—1").

1.11.2 Funcional da energia de Thomas-Fermi

Em 1927, Thomas e Fermi derivou um funcional para o célculo da energia cinética
considerando os elétrons como se fosse um gas uniforme nédo interagente. O funcional da ener-

gia cinética obtido por eles pode ser escrito explicitamente como

TTF = CF f p5/3 (r)dr,

onde Cr = 2,871. Usando o funcional da energia cinética de Thomas-Fermi, o funcional da
energia foi escrito por eles como
1 r)p(r’
Erelp(r)] = Cr ] p>/3(r)dr — J p(Mv(r)dr +§ﬂ%drdr’. (1.66)
O primeiro termo do lado direito é a energia cinética de Thomas-Fermi; 0 segundo termo € a
energia de interacdo dos elétrons com os nlcleos e o terceiro termo é a energia classica de
interacdo elétron-elétron (interacdo de Coulomb). v(r) representa o potencial de interacao elé-
tron-nacleo, que no caso de um atomo é dado por
Zg
|r — R|

v(r) =

onde R representa a posicdo nuclear. Esta foi a primeira tentativa para o calculo de estrutura
eletronica usando a teoria do funcional da densidade livre de orbitais. Este procedimento for-
nece resultados razoaveis para calculos de sistemas no estado solido. Para moléculas e atomos,
0s resultados sdo péssimos. Este resultado ruim é, frequentemente, atribuido ao funcional da
energia cinética de Thomas-Fermi, que é um funcional aproximado. VVoltaremos a este assunto
no futuro, mas, no momento, estamos interessados apenas em encontrar, a titulo de exemplo,

as derivadas dos funcionais que aparecem na Equacéo (1.66).
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1.11.3 Funcional da energia cinética de Thomas-Fermi
A derivada do funcional da energia cinética de Thomas-Fermi, Equacéao (1.66),
Trelp] = G [ p92@)dr = [ Cep*/*@ycr

pode ser obtida diretamente usando a formula (1.63), ou seja, fazendo tr = Crp>/3(r), obte-

mos

0Trrlp] _ Otrp _vy. (atTF) _ 5Crp?/3(1) _
op dp dVp 3

O segundo termo da equacdo do meio é nulo, pois o funcional da energia cinética de Thomas-

Fermi ndo depende do gradiente da densidade.

1.11.4 Funcional da energia potencial de interacéo elétron-nucleo

Na teoria do funcional da densidade derivada por Thomas & Fermi, o funcional da

energia potencial de interacdo elétron-nucleo proposto por eles, Equacédo (1.66), é dado por

Vip(r)] = f PP dr = f = r )

onde |r — R| representa a distancia do elétron ao ndcleo de nimero atdmico Z, ou seja,
Z
" =Rl
A derivada do funcional (1.67) pode ser obtida usando a Equacdo (1.63) ou a definigdo. A fim

(1.67)

v(r) =

de ganharmos um pouco mais de habilidade usando a definicdo, vamos derivar (1.67) usando

a definicao:
awvy y Vlp(r) + ep(r)] = V[p(r)]
— = lim
del.—y €-0 €
1
—tim—{ [ (o0 + ep @ ar - [ peryver arf
= tim={[pterer + [ epmmn ar - [ o er]
= lel_r)régj ev(r)p(r)dr = Jv(r)(p(r) dr
dv
I » = fv(r)qb(r) dr (1.68)
Observe que (1.68) esta na forma

av
de

- Ja o Pdr

Portanto, a derivada de V[p(r)] em relacdo p(r) é
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1.11.5 Funcional da energia potencial de interacéo elétron-elétron

Para a energia classica de interacdo elétron-elétron, Thomas e Fermi usou o funcional

da energia potencial de Coulomb, ou seja,

f f p(r)p(r’) o (1.69)

lr—7r'

A derivada deste funcional pode ser obtida usando a regra da cadeia, ou seja,

Jlp]l = Ef (f |(:)_p(rll)d )d = %f V(r)dr'

Vo) = f PP |

lr — 7|

onde

A derivada do funcional /[p] em relacdo V(r') é

g _1
oV 2
A derivada de V(') em relagdo a p é:
o _ 2p()
SV |r—1|
Substituindo tudo em
i 6V(r’)
SV(r) 6p
temos
) r'
Sp(]r) - f | rp (_ 3’| dr’, (1.70)

Observe que a derivada (1.70) é, na verdade, um funcional. Portanto, podemos pensar na deri-

vada deste funcional, que, na verdade, ¢ a derivada funcional segunda de (1.69), ou seja,

7 _ 0 < p() > __ 1
sp(r)ép(r)  op()H\|r—1'|) |r—1|
Na obtenc¢do da derivada segunda, usamos a formula (1.63). Observe que, como no caso do

calculo ordinério, a ordem das derivadas funcionais ndo € importante.
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1.11.6 Funcional da energia cinética de weizsacker

Em 1935, Weizsacker propés um novo funcional da energia cinética eletrénica que
acrescentava o gradiente como correcao da energia cinética de Thomas-Fermi para melhorar o

célculo da energia cinética eletronica de atomos e moléculas. O funcional proposto por Wei-

zsacker foi
Vo(r)-Vp(r)
T, [ 8_[ ) dr —ftwdr,
onde
_1Vp-Vp ()

Usando (1.63), temos
6T, Oty v at, 1{ Vp-Vp v (Vp + Vp)}
sp(r) — dp ovp 8l p? p

T ()

8 p? p
_1( VoV [2((V2p)p—VpVp)
) p? p?
_1( Vp-Vp 2V N 2Vp - Vp
8 p? p p?
_1Vp-Vp 1V?p
8 p? 4 p

O que nos leva ao resultado
6T, _1Vp-Vp 1V2p
sp(r) 8 pz 4 p

Exercicios

1. A energia de troca e correlagdo, na formulagdo de Khon-Sham da teoria
do funcional da densidade, continua sendo um grande desafio para os pes-
quisadores. Uma das primeiras propostas para o cdlculo da energia de
troca e correlagdo foi a aproximagdo LDA (Local Density Aproximation)
que pode ser escrita formalmente como

Eylp()] = j £re(pM)p(r)dr,

onde sxc(p(r)) representa a energia de troca e correlagdo de um gds uni-
forme de elétrons de densidade p(r). Encontre a derivada deste funcio-
nal.
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Na formulagdo de Hartree-Fock, a energia de interagdo cldssica (intera-
¢do de Coulomb) é dada por'

Eelxl = ZZ Z (taD @]

a=1b=
onde n representa o ndmero de elétrons; x's representam os spin-orbitais

e 71, representa a distancia entre o elétron 1 e o elétron 2. Encontre a
derivada deste funcional em relagdo ao spin-orbital xj.

X W1@)

Na formulagdo de Thomas-Fermi, a energia total de um dtomo é um fun-
cional da densidade eletrénica dada por

Elp] = CFf 5/3(r)dr — pr( r) ffp(r)p(r')

lr —7'|
Minimize este funcional sujeito a restrigdo holonomica
jp(r)dr =n,
onde n representa o ndmero total de elétrons, Z o nimero atomico e Cy €

uma constante.

Encontre a derivada do funcional

1.12 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas € um procedimento matematico usado para obter solu-

¢Oes numéricas de equacdes diferenciais. A ideia basica é usar a série de Taylor para obter uma

férmula de derivacdo da funcdo. Considere a expanséo de Taylor da funcéo f(x) no ponto x,:
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n

1d"
Foo =Y L LTI
k=0

= Fto) + 1 Geo) e x0) + 3 () = %0’ @)

+ %f@) (xo) (x — x0)% + - + %f(")(xo)(x —%0)" + Ry (%)

onde R, (x) representa o erro que se comete ao trucar a série no n-enésimo termo e pode ser

estimado usando a férmula de Lagrange:

fFEDE) (x = x0)
(n+1)!

& é um namero situado no intervalo (x, x,). Fazendo x — x, = h, temos que x = x, + h. Subs-

Rn(x) =

(1.72)

tituindo estes valores em (1.71), obtemos

1 1 1
f(xo +h) = f(xo) + Ef’(xo)h + zf”(xo)hz + ifm(xo)h3 +0(h*) (1.73)

Permutando h por —h, podemos escrever (1.73) como

Flx = 1) = f(r0) = 33/ Dl + 3 f " e = £/ Ceo ) + 0 (1.74)

onde h é o incremento feito a variavel x. Usando as equacdes (1.73) e (1.74) podemaos calcular
f'(x) de trés modos diferentes como uma diferenca quociente e um termo de erro, obtido ao se
desprezar os termos restantes da expansdo de Taylor. Esses trés métodos sao conhecidos como
diferencas finitas progressivas, diferencas finitas regressivas e diferengas finitas centradas. A
formula da diferenca finita progressiva é obtida a partir da Equagdo (1.73) isolando f'(x,) e

desprezando os termos de 0 (h?), ou seja,

f(xo+h) — f(x0)
h

f'(xo) =

onde O(h?) é o erro que se comete ao desprezar os termos restantes da expansdo de Taylor

+0(h?), (1.75)

univariada. Derivando (1.75) novamente e usando (1.75) na férmula resultante, obtemos uma

férmula para f"'(x,), ou seja,
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_ S G+ 1) = (%)

Frizg) =T
fOo+h+h)—flxo+h) flxo+h) — f(xo)
- h h (1.76)
h
:f(x0+2h)—2f(x0+h)+f(x0).

h2
Repetindo este procedimento recursivamente, chegamos na formula geral para a derivada n-
ésima usando o método das diferencas finitas progressivas:

b= D (1) f o + (= 1OR).

= (1.77)

£ (x0) =

O coeficiente (Z) é dado por
(M) = .

k)~ ki (n—k)!

A diferenca finita regressiva é obtida a partir da Equacdo (1.74) com procedimento similar ao
usada para a diferenca finita progressiva, ou seja,

F'(xg) = f(xo) — i(xo —h)

Derivando (1.78), obtemos

+0(h?). (1.78)

f”(xo) — fI(XO) - Zl(xo - h)

Usando (1.78) em (1.79), obtemos uma férmula para calcular a derivada segunda usando o

(1.79)

método das diferencas finitas regressivas, ou seja,

f'(xo) — f'(xo — h)
h

f"(x0) =

f(xo)—i(xo_h)_f(xo_h)—{l(xo_h_h)

h
f(xo) = 2f(xg — h) + f(xo — 2h)
h? '
Pela aplicacdo recursiva de (1.78), chega-se na formula geral para a derivada n-ésima de f(x,)

(1.80)

usando o método das diferencas finitas regressivas:

o (=K () f (o — kh)
FO () = = (;fn) —

Na obtengdo do método das diferencas finitas centradas usando as equagdes (1.73) e

(1.81)

(1.74), geralmente na literatura, substituimos o h = h/2, ou seja,
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3

(v + ) = e + 3700 (£) + 570 (B) #5379 ()
+0 ((;))
(x0 - 3) = £ 110 (3) 4 577G (2)

+ 0(h%)
Subtraindo (1.83) de (1.82), obtemos a férmula para f”(x,) usando o método da diferenca finita

(1.82)

2 3

- %f o) @ (1.83)

centrada:

h/2) — —h/2
f'(x0)=f(x0+ / )hf(xo / )+0(h3). (1.84)

Observe que na férmula (1.84) o erro é de terceira ordem e, portanto, é a formula que apresenta
0 menor erro.
Para obtermos f"'(x,) usando o método da diferenca finita centrada, usamos um proce-

dimento analogo aos descritos anterioriormente, isto é,

Fxo+3) =1 (n-3)

f(xo) = h
hoh h h
) f(xo +5 +h7) — f(x) _f(xo) —f (;:0 _7_7) (1.85)
= h
_fGo+h) —2f(x) + fxo —h)
hZ

Pela aplicacao sucessiva do recurso recursivo podemos generalizar (1.85) para derivadas

de ordem n usando o método da diferenca finita centrada:

e B ()1 o (G=4)0) "

Rrrrr

Exercicios

1. Encontre os 5 primeiros termos da série de Taylor da fungdo f(x) =
sen(x) ho ponto x, = g

2. Calcule a derivada primeira da fungdo f(x) = cosx no ponto x, = 3.0
usando os métodos das diferengas finitas progressiva, retrogada e cen-
trada. Compare os resultados obtidos com o resultado exato.
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1.13 ALGORITMO VERLET

O algoritmo de verlet é usado para integrar as equacdes de movimento de Car-Parri-
nello no programa Quantum Espresso. O objetivo deste algoritmo de integracdo € determinar
a posicao da particula na posigdo t + &t. O algoritmo € derivado usando a expansao de Taylor,

ou seja,

r(t + 6t) =r(t) + r(t)dt + %i‘(t)(&)z + %F(t)(&ﬁ + 0((6t)%)

r(t —6t) =r(t) — 7(t)6t + %i‘(t)(&)z - %i‘(t)(&f + 0((60)Y)

Todos os simbolos usados aqui apresentam significado usual, ou seja, r representa a posicao
do &tomo considerado, t representa o tempo e &t é 0 passo de integragdo. Somando estas duas
equacdes, obtemos

r(t + 6t) = 2r(t) — r(t — 6t) + #(t)(6t)? + 0((6)%).
Substituindo a aceleracao #(t) nesta equacédo por #(t) = F/m, obtemos o algoritmo de Verlet
para as posi¢des dos atomos no instante t + &t:

F(t)

r(t + 6t) = 2r(t) —r(t — 6t) + 0 (6t)2. (1.87)

Para calcularmos a posigdo dos 4&tomos na posigdo r(t + &t), precisamos conhecer a posicao
dos &tomos nas posicdes r(t) e r(t — &t) e a forca F(t) sobre os &tomos no instante t. A forca

pode ser calculada usando a Equacgéo

V(x,y,z) dV(x,y,z) daV(x,y, Z))
ox '~ dy ' 0z ’

onde VV(r) é o gradiente da energia potencial na posi¢do r. O erro deste algoritmo é de 42

F=-VW@) = —(

ordem, 0((5t)*), e tem a vantagem de ser simples, acurado, estavel e é bastante popular entre

os simuladores. No entanto, tem a desvantagem de nédo calcular as velocidades diretamente a

partir das forcas, embora ndo precisemos das velocidades para encontrar as novas posicoes.
As velocidades v(t) podem ser calculadas usando o método das diferencas finitas cen-

tradas, isto &,

r(t +6t) = r(t) + v(t)6t + %a(t)(&f)z + %d(t)(&)?’ + 0((6)%) (1.88)

r(t —6t) = r(t) —v(t)ét + %a(t)(&f)z — %d(t)(&)?’ + 0((6)%) (1.89)

Subtraindo a segunda da primeira, obtemos:
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r(t+ 8t) —r(t — 8t) = 2v(t)st + 0((6t)?)

Vo) = r(t+ 6t)2;tr(t — ot) .

Observe que o erro no calculo das velocidades v(t) esta na terceira ordem. As velocidades sdo

usadas no algoritmo de Verlet para calcular as energias cinéticas dos atomos do sistema. Com

as energias cinéticas, podemos calcular a temperatura instantanea do sistema.

1.14 ALGORITMO VELOCITY VERLET

Como ja mencionamos anteriormente, o principal problema do algoritmo de Verlet é
que as velocidades no instante t so sdo calculadas apos obter as posi¢des no instante t + 6t.
Isto dificulta a implementacéo do algoritmo e torna mais dificil os calculos com pressdes cons-
tantes em que as forcas dependem das velocidades no instante t. Vale a pena mencionar que
estamos particularmente interessados em algoritmos que levem a conservacado da energia e que
sejam reversiveis, pelo menos em intervalos de tempo pequenos. Uma modificacdo do algo-
ritmo de Verlet, conhecido como Velocity Verlet, procura sanar estas dificuldades. As posi¢cdes

no instante t + &t, no algoritmo de Velocity Verlet, sdo derivadas usando a expansédo de Taylor:
r(t +6t) =r(t) + v(t)dt + %a(t)(&)z, (1.90)
Derivando (1.90) em relac&o ao tempo, obtemosError! Reference source not found.
v(t + 6t) = v(t) + a(t)st + %a(t)(&)z. (1.91)

Usando o método das diferencas finitas progressivas, podemos escrever a(t) como
. a(t + 6t) —a(t)
t) = :
a(t) 5t

Usando este resultado em (1.91), obtemos
1 a(t + 6t) —a(t)

v(t + 6t) = v(t) + a(t)st + o 5t (8t)?
v(t + 8t) = v(t) + a(t)8t + alt + &2) —a® 5,
v(t + 6t) = v(t) + a(t + &2) +a® ot
v(t + 6t) = v(t) + 2 (1.92)
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A Equacéo (1.92) mostra que as velocidades no algoritmo de Velocity Verlet séo calculadas
diretamente das forcas e no mesmo tempo em que se calculam as posi¢oes. As equacdes

F(t)
r(t+6t) = 2r(t) —r(t — 6t) + — (5t)2. (1.93)

F(t + 6t) + F(t) (1.94)
ot
2m
séo as equacdes de integracdo do algoritmo de Velocity Verlet. Os algoritmos de Verlet e Ve-

v(t + 6t) = v(t) +

locity Verlet apresentam as vantagens de conservarem a energia por um longo periodo e de

serem, por um curto periodo, reversivel temporalmente.

1.15 ALGORITMO LEAP-FROG

O algoritmo de integracdo leap-frog é usado no programa de quimica quantica Hyper-
Chem. Este algoritmo pode ser derivado fazendo a expansdo em série de Taylor nos tempos
t+6t/2 et—46t/2 e depois fazendo a subtracdo entre as duas expansdes e deslocando o

tempo nos argumentos em t + &t/ 2:
5t st
r(t + 7) =10+

(t 6t) ot (¢ ot
r 5 =r(t) —7(t) 5
Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos

r(t +%) = r(t —%) + 1(t)6t.

Agora, fazendo t = t + &t/2, obtemos

(t+6t+5t)— <t+5t 5t>+'<t+6t)6t
T 2 T2)°T 2 2)7T 2

st
r(t+6t) = 1(t) + r(t + 7) 5t

rit+6t)=r(t)+v (t + %) ot. (1.95)

Esta é a Equacao de leap-frog para o célculo das posicdes. Esta equacdo depende das veloci-
dades, cuja equacdo pode ser derivada fazendo a expansdo da série de Taylor ou usando dife-

rencas finitas centrais:

v (t + %) —v(t) + V(t)% + %V(t) (%)2 +0 <(%)3>
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(-2 w0+ oo &) —o((2))

Subtraindo a segunda da primeira, obtemos:

v(t+%) =v(t—%>+a(t)6t

ou

v(t+%)=v<t—%>+$6t (1.96)

As equac0es (1.95) e (1.96) séo as equagdes de integracdo do algoritmo de Leap-Frog. Este
algoritmo calcula as velocidades no instante ¢t + 6t/2 e em seguida calcula as posi¢des no
instante t + &t. Portanto, a posicao pula o tempo da velocidade e depois a velocidade pula o
tempo da posicdo. Dai 0 nome leap-frog.

A acuracidade para um passo de integracdo maior € importante na simulagdo, pois
quanto maior for o passo de integragdo menor serd o numero de célculo das forcas por unidade
de tempo de simulacdo. Portanto, € vantagem usar um algoritmo sofisticado que permite o uso
de um passo de integracdo grande. Algoritmos mais precisos usam derivadas de mais alta or-
dem, o0 que aumenta a quantidade de memoria necesséria para armazenamento dos dados. 1sso
ndo chega a ser um problema, pois a maioria dos computadores usados em simulagdes possuem
mema@rias suficientes, a ndo ser que o sistema seja realmente grande. A conservacdo de energia
é algo importante na simulacéo. Algoritmos de mais alta ordens tendem ser bons para conservar
a energia por periodos curtos (poucos passos), mas, em geral, apresentam desvios sistematicos
por longos periodos de simulacdo. Os algoritmos no estilo de Verlet apresentam conservacao
de energia moderada em periodos curtos de simulacdo. No entanto, os desvios em periodos
longos de simulagdo sdo moderados.

Duas simulag¢es com as mesmas condi¢des iniciais apresentaram trajetdrias que serdo
bem diferentes devidos a propagacdo dos erros dos algoritmos de integracdo. Contudo, ndo
devemos nos desesperar com isso, pois estamos interessados em previsdes estatisticas. As tra-
jetdrias assim obtidas s@o representativas do espaco de fase, mesmo que ndo sejam as verda-
deiras trajetorias. Em resumo, as principais caracteristicas dos algoritmos no estilo Verlet sao:

1) Sé&o bastante rapidos;

2) N&o séo muito acurados para simulagGes longas;

3) Requer pouca memoria para armazenamento de dados;

4) A conservacao da energia para simulagdes pequenas e razoavel;

5) Os desvios sistematicos da energia nas simulagdes longas s&o pequenos.
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1.16 CALCULO NUMERICO DAS FORCAS

As forcas sobre os &tomos podem ser calculadas usando o método das diferencas finitas,
como por exemplo, o método das diferencas finitas centradas. Este procedimento pode ser de-

rivado expandindo a energia em série de Taylor:

E(r+ 6r) = E(r) + VE(r)ér + V2E(r)(6r) + 0((61)3) (1.97)
E(r —6r) = E(r) — VE(r)ér + V2E(r)(6r) + 0((671)3) (1.98)
Subtraindo (1.98) de (1.97), obtemos
E(r+6r) — E(r — 6r) = 2VE(r)ér + 0((61)?) (1.99)
VE(r) = E(r+ 61')2;TE (r—or) (1.100)

Usando F = —VE(r) em (3.89), obtemos uma equacéo para o célculo das for¢as sobre os ato-
mos usando o método das diferencgas finitas centradas:

F(r) = — (E(r + 6r)2;rE(r — 61'))

Observe que o erro esta na terceira ordem, ou seja, esse método tem precisao até a segunda

(1.101)

ordem. No caso particular da forca sobre 0 &tomo @ em uma dimenséo x, podemos escrever

F, = — (Ea(x + 6x)2;an(x — 6x))_

(1.102)

1.17 GRUPO

Um grupo G é um conjunto ndo vazio de objetos que munido de uma operacao binéria
% = (G X G — ( satisfaz os seguintes axiomas (axiomas de grupo):
1) Fechamento:Vx,y €G> x%xy€G
2) Associatividade: Vx,y,z€ G - xx (yxz) = (x %xy) %z
3) Elementoneutro:Vx € G » 3§ €EGtalquex x&=&xx =x
4) Elementoinverso:Vx € G »3dy eGtalquexxy =yxx =¢

5) Comutatividade: Vx,y € G > x xy =y % x

Nos axiomas listados acima, denotamos o elemento neutro pelo simbolo &. Se o conjunto de
objetos apresentar os 5 axiomas definidos anteriormente, o conjunto é chamado de grupo abe-
liano. Se, no entanto, o conjunto G so apresentar 0s 4 primeiros axiomas, o conjunto é chamado

simplesmente de grupo.
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Exemplos de grupos:

1.
2.
3.

(R, +) € um grupo abeliano;

(R, —) é grupo abeliano;

(R — 0, é grupo abeliano;

(M,(R),+) matrizes 2 X 2 com entradas reais e com a operacao de adicdo é grupo

abeliano;

(Z,+) é grupo sob a operagéo de adicéo;

(C, +) € grupo sob a operacio de adico;

([p)n, +) onde 1p,, representa o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n.

1.18 CORPO OU FIELD

Em matematica, um corpo ou field é um conjunto de objetos que é grupo abeliano em

relacéo as operacgdes de adicdo e multiplicagdo e, além disso, apresenta o chamado axioma da

distributividade, ou seja,

1) Grupo abeliano em relacdo a operagéo de adi¢éo (+):

a.
b.
C.
d.

e.

Fechamento: Vx,y € G > x+y €EG

Associatividade: Vx,y,z€Gox+ (y+2)=(x+y)+z
Elementoneutro: Vx e G - 3§ €G /x +&E=&+x=x
Elemento inverso: Vx € G -3y e€eG /x+y=y+x=¢
Comutatividade: Vx,y € G » x+y=y+x

2) Grupo abeliano em relacdo a operacdo de multiplicagéo:

a.
b.
C.
d.

e.

Fechamento: Vx,y €G> x-y € G

Associatividade: Vx,y,z€ G > x-(y-z)=(x-y) -z
Elemento neutro: Vx e G - 3§ €G /x -é=¢x=x
Elemento inverso:Vx € G -3y #0€G /x-y=y-x =¢

Comutatividade: Vx,y € G » x*y =y x

3) Axioma da distributividade

a.

Vx,y,ZzEK->x-(y+z)=x-y+x-z

Os elementos do corpo K sdo chamados de escalares.

Exemplos:

1. ndmeros reais: R;
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2. ndmeros complexos: C;

3. nlmeros racionais: Q = {%| a€Zebce Z*}.

1.19 ESPACO VETORIAL LINEAR

O espaco vetorial linear E sobre um corpo K é definido como sendo um conjunto de
elementos pertencentes ao conjunto E que formam um grupo abeliano em relagéo a operacao
de adicdo e que, além disso, obedecem aos seguintes postulados adicionais:

1) YVa e KeVx € E = ax = xa € E (fechamento)
2) Vo, EKeVxEE - a(fx) = (af)x

3) Ve€EKeVx,y€EE - a(x+y)=ax+ay

4) Va,f EKeVx€EE - (a+ f)x =ax+ Bx

5) 31eK /VxeE->1x=x1=x

Os elementos do corpo K sdo denotados aqui pelas gregas «, £, yetc. Os elementos do espaco
vetorial E s&o escritos em negritos ou uma flechinha sobre a letra que o representa. os elemen-
tos do espaco vetorial sdo chamados de vetores. O simbolo 1 representa aqui o elemento neutro
do corpo K.

Exercicios

1) Mostre que o conjunto dos vetores flechas sobre o corpo dos reais é um
espago vetorial.

2) Mostre que o conjunto E = {(x,y) € R/ y = 2x} sobre o corpo dos reais é
um espago vetorial.

3) O conjunto E = {(x,y) € R/ y = 2x + 2} é um espago vetorial? Justifique
sua resposta.

4) Mostre que o conjunto dos polindmios de coeficientes reais de grau menor
ou igual a 3 € um espago vetorial sobre o corpo real. Em caso afirmativo,
qual é a dimensdo desse espago vetorial? Explicite um conjunto de base para
esse espago vetorial.

5) O conjunto dos nimeros complexos, C, com as operagdes usuais € um espago
vetorial sobre ele mesmo, mas é fambém um espago vetorial sobre R.

6) Seja o conjunto das fungées com valores reais. Dizemos que duas fungdes
f e g sdo iguais, se, e somente se, f(x) = g(x), Vx € R. Definimos o produto
de um escalar por uma fungdo real e a soma de duas fungdes reais por

(cf)) = cf(x) e (f + 9)(x) = f(x) + g(x).
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Geometricamente, o grafico de (f + g)(x) € obtido somando as coordenadas
y de f(x) e g(x) para todo x e o grdfico do produto pelo escalar c € obtido
multiplicando o valor de f(x) por c para todo x.

f+g
8 \

o<

/T‘%—\Jl\ﬂ\) + g(x)
g(x)

=T fx)

W) 4

X

Mostre que o conjunto das fungdes com valores reais no intervalo (—oo, )
e com as operagdes de multiplicagdo por escalar e soma definidas acima é
um espago vetorial.

7) O conjunto das matrizes quadradas de ordem 2x2 é um espago vetorial?

Uma notagdo bastante usada na mecénica quantica € a notacao introduzida por Paul
Andrew Murray Dirac em 1932, que € a notacdo ket: |a). A notacao ket € extremamente Gtil na
obtencdo de resultados na mecanica quéantica e foi inspirada na defini¢cdo de produto interno
que veremos logo adiante.

A dimensdo de um espaco vetorial E é igual a cardinalidade do conjunto de vetores da
sua base, ou seja, € igual ao nimero de elementos do conjunto de base. Uma base de um espaco
vetorial € um conjunto de vetores linearmente independentes (L.I.) e que seja capaz de gerar 0
espaco vetorial, ou seja, qualquer vetor do espaco vetorial pode ser representado como combi-
nacao linear dos vetores da base. Neste caso, dizemos que a base é completa. Por exemplo,

considere o conjunto de vetores da base canénica do R3: {e,, e,, e5}. Entdo, podemos repre-
sentar o vetor genérico a como

e oo )6 (-6

Os escalares o, B e y (elementos do corpo R) representam as projecdes do vetor a nos vetores
da base eq, e, e e5 que é a representacdo do vetor a nessa base. Portanto, a representacédo de
um vetor depende da base escolhida.

Um conjunto de n vetores {v;,v,,vs, -+, v,} é dito ser linearmente independente se a
Unica solucgdo néo trivial possivel para a equacéo

c1V1 + (A% + C3V3 + -+ CnVn =0
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forc; = ¢, = c3 = - = ¢,, = 0. E claro que a soluco trivial v, = v, = --- = v,, = 0 também
satisfaz a equacdo. Mas, esta solucdo ndo nos interessa. Isso significa que nenhum vetor do
conjunto {vy, v,, Vs, -+, v, } pode ser representado pela combinacéo linear dos demais. Por ou-
tro lado, qualquer vetor do R™ pode ser representado como combinacgdo linear dos vetores
Vi, Vy, Vs, -+, V,. Observe que a base de um espaco vetorial ndo é Gnica. Mas, uma vez escolhida
a base a representacao do vetor na base escolhida é Unica. De fato, suponha que o vetor v tenha
duas representacdes diferentes com os mesmos vetores da base n-dimensional:
V =cieq t+cye, + 363+ -+ce,€V=a.e +aze, +azes+- -+ aze,.
Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos
0 =(c; —ape; +(c; —az)e; + (c3 —azles + -+ (¢, — ayle,

Como os vetores sdo L.1., concluimos que ¢; = a4, ¢, = a,, -+, ¢, = a, €, portanto, a repre-
sentacao € Unica.
Exercicios

1) O conjunto de vetores {(1,0,1),(2,0,0)} é base do R3?

2) O conjunto de vetores {(1,1),(0,1)} € uma base do R??

3) O conjunto de vetores {(1,0),(0,1),(2,1)} € uma base do R*?

4) Encontre uma base para o conjunto de matrizes simétricas de ordem 2x2
com entradas reais.

1.20 PRODUTO INTERNO

Dado um espaco vetorial E sobre um corpo K, o produto interno é uma fungdo com uma
operacdo binaria que atuando em dois vetores do espaco E retorna um escalar, ou seja,

(xx):EXE —K
(a,b) > «

de tal modo que dados quaisquer trés vetores Va,b,c € E e Va, 8 € K, valem 0s seguintes

axiomas:
i) (qa)=0e{a,a)=0=a=0 - Positivo definido;
i) (a,b) = ({a,b))* =(b,a)" e Simétrico conjugado ou simétrico hermitiano;
iii) (a,ab + fc) = o«({a,b) + B{a,c) - Linear na segunda componente;
iv) (aa+ pb,c) = a*(a,b) + B*(a,c) Antilinear ou linear conjugado na primeira
componente.

Estes axiomas foram definidos de acordo com a convengdo da fisica. Em matemaética, a

linearidade é geralmente definida na primeira componente. Se o espac¢o vetorial possui produto
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interno, ele € chamado de espaco vetorial com produto interno ou espago de Hausdorff ou

espaco pré-Hilbert. O produto escalar definido no R3 é um produto interno. Expressando 0s

vetores a e b na base canénica do R3: {e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e; = (0,0,1)}, temos que
a=a.e, +aze, +azez €b = bje; + bye, + bzes.

Observe que

1se6=0

ei-e = leil|ej|cosd = 1-1-cosf = cosf = {O se =m/2

Logo,
3
a: b = (alel + azez + a3e3) " (blel + bzez + b3e3) = Z aiei - bjej
ij=1

; ; ; (1.103)

= z aibj(ei . e]) = z aibj5ij = zaibi.

i,j=1 i,j=1 i=1
Em (1.103), definimos uma nova entidade chamada delta de Kronecker &;; que € definida
como

5 ={1sei=j
U= |0sei#j

O conjunto de vetores {e;, e,, e} forma uma base ortonormal no R3. Essa ideia pode ser es-
tendida, de modo similar, para o R™.

Para o caso de um espaco vetorial complexo de dimensdo n, é mais facil trabalharmos
com a notacdo de Dirac. Em analogia com o conjunto de bases {e;, e,, e3} no R3, vamos definir
no C™ o conjunto de vetores kets ou simplesmente kets: |i) comi = 1,2,3,---,n. Vamos assumir
que esta base é completa, ou seja, qualquer vetor ket |a) pode ser representado como combi-

nacao linear da base |i):

la) = leai- (1.104)

Nessa base, qualquer vetor a fica completamente determinado pela matriz coluna formada pe-

los coeficientes a; da expansdo de |a) na base |i):
a;
jay = 7
an
Dado o espaco vetorial E, podemos definir o espago vetorial dual de E de tal modo que
a cada vetor ket |a) corresponda, biunivocamente, a um vetor (a| que vamos chama-lo de Bra.

Geralmente, denotamos o espaco vetorial dual por E*. O vetor bra é obtido fazendo o transposto
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conjugado do vetor ket. Portanto, o vetor abstrato bra € um vetor linha em que todas as suas
entradas da representacdo matricial foram tomadas o complexo conjugado, ou seja,

at = (a}, a3, -, a}).
O simbolo T (adaga) significa que foi tomado o transposto conjugado de a. Na notacao braket,

0 produto interno do vetor a com o vetor b é dado por

by n
(allb) = (alb) = a'b = (ai, a3, az) | 2 | = aiby +asby + -+ aiby = Y ajby
bn i=1

Note que

n n
(ala) = ) aja; = ) la?
i=1

i=1
é sempre uma quantidade real e positiva e corresponde ao quadrado do moédulo do vetor a:
la|? = (ala).
Como o espaco dual E é um espaco vetorial, é natural definirmos uma base bra {(i|} de
tal modo que qualquer vetor bra possa ser expresso como combinacdo linear dos vetores da

base bra, ou seja,

n

(a|l = Za}‘(il- (1.105)

i=1
O produto interno (a|b) pode, agora, ser escrito como

n

(alb) = (Z aZ‘(t‘I) ib,-m = > il
1 j=1

i= ij=1

Para que este produto interno fique equivalente a defini¢do (1.103), devemos ter

(ilj) = 6y
ou seja,
n n n
(@lb) = Y ai (il = ) aidyby= ) aib;
ij=1 ij=1 i=1

Em resumo, podemos dizer que o vetor ket |a) é representado por uma matriz coluna a.
e 0 vetor bra (a| é representado por uma matriz linha a', e o produto interno é exatamente o
produto das matrizes das suas representacfes. Para determinarmos a j-ésima componente do

vetor |a), multiplicamos a esquerda pelo vetor (j| da base bra:
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(la) = ¢l (i ai”)) = Zn:(ﬂi)ai = Zn: 8ija; = q; (1.106)

i=1

i=1 i=1 i=1

(alj) = (Z a;<i|) =Y aili) = aisy = (1.107)

Usando (1.106) e (1.107) em (1.104) e (1.105), obtemos

@) = > lixila) = (me) @) (1.108)
i=1 =1
(al = > ai(il = ) ali)il = (al <2|i><i|>. (1.109)

i=1

Estes resultados sugerem que devemos ter

n
ZIi)(iI =1 (1.110)
i=1

Esta entidade € muito importante na derivacdo de muitas relacoes e é chamada de relacéo de

completeza ou relagdo de fechamento, pois ela nos diz que os vetores da base formam um

conjunto completo. Na verdade, (1.110) representa uma matriz identidade ou operador identi-
dade. No caso particular de trés dimensGes, com 0s vetores canbnicos

{(100),(010),(00 1)} temos:

n 1 0 0 1 0 0
Zu)(u=<o>(100)+(1)(010)+<o>(oo1)=<o 1 0)

i=1 0 0 1 0 0 1

1.21 NORMA

Seja E um espaco vetorial sobre um compor K real ou complexo. Definiremos a norma
de E como sendo uma funcao
Ill: E > R*
que obedece aos seguintes axiomas:
i) |lvl=0e]lv|=0<v=0, VWEE
i) llav|| = |a||lvll, VwEEea €K

i) [lv+ w| < |lvll + lw]l, Vv,w € E (desigualdade triangular)
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Portanto, a norma toma um vetor do espaco vetorial e 0 associa a um escalar positivo
(R*). O conceito de norma esta associado, intuitivamente, a nogdo de distancia geométrica
entre dois vetores. Nem todo espaco vetorial possui norma. Mas, se 0 espaco vetorial apresentar
norma, entdo ele serd chamado de espago vetorial normado, e sera denotado por (E, ||-]|). Se
0 espaco vetorial apresentar produto interno, entdo podemos ter a norma induzida pelo produto
interno. Seja, por exemplo, o produto interno (ou escalar) dos vetores v e w definido por

v-w = ||v]||[|w]|cosb.

Agora, se v = w, entdo temos que v - v = ||v||||v]|cos0, ou seja, ||v|| = +/v - v. Portanto, se 0

espaco vetorial tiver produto interno, entdo sempre teremos a norma dada por

vl = /(v,v), VVEE.

1.22 ESPACO DE HILBERT

O espaco de Hilbert € um tipo especial de espaco vetorial. O espaco de Hilbert apresenta
todas as propriedades de um espaco vetorial ordinario com mais algumas propriedades carac-
teristicas. Matematicamente, definimos o espaco de Hilbert como sendo um espaco vetorial
completo (“sem buracos”) com produto interno e norma induzida pelo produto interno.

Alguns autores ainda exigem que o espaco de Hilbert () deva ser separavel. Um con-
junto é separavel se possui um subconjunto enumeravel (contavel) e denso. Um conjunto A é
contavel ou enumeravel se existir uma funcéo f injetora do conjunto A a algum subconjunto
dos N = {0,1,2,3, -+ }. Se além disso, a funcdo f for sobrejetora, portanto bijetora, ja que é
injetora, entdo o conjunto A é um conjunto contavel e infinito, ou seja, tem a mesma cardina-
lidade dos N. Por outro lado, dizemos que um conjunto A é denso em um conjunto M, digamos,
se A = M, onde A denota o fecho de 4, isto é, o conjunto de todos os pontos aderentes de A.

Dissemos, ainda, que o espaco de Hilbert é completo. Isto quer dizer que toda sequéncia
de Cauchy é convergente. Uma sequéncia (a,),en € de Cauchy se, e somente se, Ve > 0,
dn, € N tal que, se m,n = n, = |a,, — a,| < €. Portanto, em uma sequéncia de Cauchy, a
distancia entre dois termos consecutivos aproxima-se de zero no limite em que m e n tende
para infinito.

Os espacos de Hilbert podem ser de dimensdes finitas ou infinitas. Como exemplos de
espacos de Hilbert de dimensao finita podemos citar R™, C" etc. como exemplo de espacos de
Hilbert de dimenséo infinita, podemos citar o espaco das fungdes com valores complexos qua-

draticamente integravel (L). Neste caso, podemos definir o produto interno por
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e}

(000, p(0) = f 0" ()b (xX)dx — finito.

—00
Em mecanica quantica, exigimos que a integral seja finita para que a funcdo de onda seja nor-
malizével. Dai a restricdo de que as funcGes sejam quatraticamente integréveis. Por exemplo,

0 produto interno

(o]
(e*,e?¥) = f e*e?* dx - infinita.
—0o
Portanto, ndo poderiamos usar essas fungdes na mecanica quantica, pois o produto interno nao

existe.

1.23 OPERADOR LINEAR

Um operador é uma entidade matematica (O: E — E) que atuando a esquerda de um
vetor ket |a) € E retorna um vetor ket |b) € E, ou seja, Ola) = |b). De modo similar, quando
o operador atua a direita de um vetor bra produz outro vetor bra: (a|O = (b|.

Como o vetor ket €, por definicdo, uma matriz coluna e o vetor bra € uma matriz linha e o
operador linear é representado por uma matriz, ndo faz sentido escrevermos |a)d ou O{al.
Estas notacbes (|a)0 e O(a|) sdo notacdes proibidas. Uma outra notacio que também néo é

permitida é |a)|b) ou (a|(b|. Note que

a;\ /b,
a b

by =" | 7
a, b,

Este produto néo faz sentido.
Em mecanica quantica, estamos particularmente interessados nos operadores lineares,
ou seja, operadores que obedecem ao seguinte axioma:

O(ala) + b)) = aOla) + O|b) para V|a), |b) € E eVa, S € K.

Exemplo 1. O operador diferencial d/dx é linear, pois
df @) , ,dg(o).
dx dx

d
—(f@ +pg) =a

Exemplo 2. O operador integral é linear, pois

j(af(x) + ,Bg(x))dx = aff(x)dx + afg(x)dx.

B
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Exemplo 3. O operador vV n&o é linear, pois

Jaf(x) + Bg(x) # aJf(x) + /g (x).

Um operador linear, que representa uma transformacdo linear, pode ser representado
por uma matriz e fica completamente determinado se conhecermos seu efeito sobre os vetores

da base. No R?, por exemplo, a matriz que representara o operador serd uma matriz 2 X 2, ou

0=(; o)

Se quisermos determinar a matriz que representa o operador, basta conhecer o seu efeito sobre

seja, uma matriz do tipo

os vetores da base. Por exemplo, suponha que a base ortonormal seja {|a), |b)} e que
Ola) =|b) e Ol|b)=la)

Agora, suponha que a representacao dos vetores |a) e |b) sejam dadas por

)=o) e 1)=(3)
ol == (5 (o) =()={2]

o =1= (¢ O=0)=63

Portanto, a matriz que representa o operador O na base {|a), |b)} é

=1 o

Dada uma base ortonormal {|i)}, temos que

Logo,

O operador O pode ser escrito usando o formalismo braket.

Ola) = |b),
onde os vetores |a) e |b) escritos na base {|i)} sdo dados por
a B1
w={2| e y=|F
®n ﬁ.n

Aplicando o operador @ no vetor |a), temos
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O11 Oz =+ O1p aq b1
021 Oz =+ Oz a2 2021'“1 _ | B2

: i : (1.111)
Onl Onz Onn n : Bn
Z Onj;
J
Portanto,
hi= Z Oitj- (1.112)
J

O vetor |b) escrito na base {|i)} é dado por
Ib) =Zﬁi“> (1.113)

i

Usando (1.112) em (1.113), obtemos

|b)=@Ia>=Zzﬁ?ijaj|i)=zoij“j|i) (1.114)
j L

i

Como |a) = X a; |j), entdo a; = {j|a). Substituindo a; em (1.114), obtemos

Ola) = Zoij(”a) i) = zoij |1)jla) = ZOU 1041 1) (1.115)
) ij b |

o

N&o se esqueca que (j|a) (escalar), e os escalares podem multiplicar os vetores tanto pela di-
reita quanto pela esquerda. Podemos concluimos, portanto, que o operador @ na notac&o braket

é dado por
0= Z Oy 1041 (1.116)
L

Esta notacdo faz sentido, pois Y;; ; O;; |i)j|, com entradas 0, , ao ser aplicado a um outro vetor,

j1
resulta em um novo vetor. Por exemplo, vamos considerar, por simplicidade, o espaco de di-

mensao trés. Logo,

3
0= oyl
Lj
= O l1X(1] + 012 1)@ + O35 [1)3I+051 21 + 05,12)(2]
+ 05312031 + 05131 + 05,13)(2] + 03513)(3]
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1 1 1
= 01 (0) 1 0 0+ Oy (O) 0 1 0+ 043 <O> 0o 0 1
0 0 0

0 0 0
+ 0y (1) (1 0 0+ Oz (1) (0 1 0)+ O3 (1) o 0 1
0 0 0

0 0 0
+ O3 (0) (1 0 0+ O3 (0) (0 1 0)+ Os3 (0) o 0 1
1 1 3

1 0 0 0 1 0 0 01 0 0 O
= 011<0 0 0>+ 012<0 0 O>+ 013<O 0 O)-I— 021<1 0 0)
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O
+0af0 1 o)+ 0ufo 0 1)+ ouf0 0 of
0 0 0 1 0 O

0
0
0
1

0
1
0
0 0 O 0
+ 030 0 0]+ 03310
1
que é a representagao matricial do operador @ na base candnica {|1), |2), |3)}. Mudando a base

SO O O oo

0 0 0

011 012 013
= 021 022 023

031 032 033

muda a forma matricial do operador. Os elementos da matriz que representa o operador 0,
podem ser obtidos multiplicando (1.116) a esquerda por (m| e a direita por |n), obtemos os

elementos da matriz que representa o operador O:
(ml6fn) = > 0 (mlid(jn) = > 01 Sy = Oren w117
ij ij '

Ou seja, 0s elementos da matriz que representam o operador sdo dados por

(0) sy, = (m|O]n). (1.118)
Usando a relagdo (1.116), vemos claramente que a aplicacdo do operador sobre um

vetor resulta em outro vetor como esperado:

namero i

0lb) = > 0y 101b) = Y 1 4jIb)0y = Y 10| D (iIb)oy | = D ldbs,  (1.119)
Lj Lj J i

namero

onde fizemos

Z(ﬂb)(?ij = b;.
J

O operador O aplicado a um vetor bra {a|, resulta em outro vetor bra:
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(@l0 = > 0y ali)jl = ) (Z 0; <a|i>> Gl = a Gl
Lj i

J J

~—_—
namero

1.23.1 Transposto do operador na notacao de Dirac

0= 0yl
Lj

onde fizemos

O transposto do operador

é dado por

6" = ) 0 1jlou ) 0y liXil (1,120
LJ LJ
Na transposicdo de operadores usando a notacdo de Dirac, vocé troca 0;; — Oj; ou Vocé troca

|i)(j| — |j){i|], mas nunca os dois a0 mesmo tempo.

1.23.2 Complexo conjugado do operador na notac¢ao de Dirac

O complexo conjugado do operador @ é dado por

0" = Z 0ij 1041 (1.121)
07

1.23.3 Operador adjunto ou conjugado hermitiano

O adjunto ou conjugado Hermitiano do operador O €é definido por

0 Z 05 141 z Ogj L )l. (1.122)
i,j L

1.23.4 Operador hermitiano ou autoadjunto e antihermitiano

Por definigdo, um operador linear O é hermitiano ou autoadjunto se o operador for

igual ao seu transposto conjugado.

Exemplo de operador hermitiano:

a) 01=0x=((1) é)
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b) 02=ay=(_0i (l))
C) O'3=O'Z=((1) _01)

Por outro lado, dizemos que um operador é antihermitiano se 0 = —07.

Exemplos de operadores antihermitianos:

) @z(—z_ii Zji)

1.23.5 Relacdes uteis
a) (AB)" = BYA
b) (A1))" = (At

¢) Sed = ' (hermitiano), entdo (Ala) = |b))" — (ald = (b|

1.23.6 Mudanca de bases

Dado um espaco vetorial, como vimos, sua base ndo é Unica. Dadas duas bases {|i)} e
{la)} de um mesmo espaco vetorial, gostariamos de saber qual a relacdo entre as duas. Aqui,
vamos representar a primeira base pelas letras latinas e a segunda pelas letras gregas. Suponha
que as duas bases sejam ortonormais, ou seja, (i|j) = &;; € {a|B) = 845. Além disso, vamos
supor que elas sejam completas, i.e., Y;|i){i| =1 e Y,|a){a| = 1. Como a base {|i)} é com-
pleta, entdo podemos expressdao qualquer vetor |a) como combinacdo linear dos vetores da

base {|i)}, ou seja,

la) = 1|a) = (ZIi)(iI) lar) = Zlixila) = Zli)Uia = ZIi)(U)m (1.123)

onde definimos (i|a) = U;, = (U);,. Agora, como a base {|a)} também é completa, entdo
podemos expressar qualquer vetor da base {|i)} como combinacéo linear dos vetores da base

{|a)}, isto é,

i) =110) = (Z'“x“') 0= ) laXal) = ) aXila) = ) )V
= > U

(1.124)
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Aqui, fizemos (ali) = (ila)" = U}, = (UT),;. Como definimos a matriz U usando (1.123),

temos que (a|i) # U,;, ou seja, (a|i) = U;,. Usando a ortonormalidade das bases, temos que
8 = (i) = (I1L) = ) Gila)(@lj) = ) Wie (U = (UUD.
a a
Portanto, 1 = UUT. Agora, comecando com 8qp = (a|B), temos
8ap = (@) = (@l1IB) = D (@l (1B) = D ({1a)" iIB) = ) Ulig = > (UHe(W)yg

= (UTU) 4.
Concluimos, portanto, que 1 = UTU. Ou seja, a matriz U é unitaria, isto é, UT = U™, Este
resultado é muito interessante, porque mostra que duas bases ortonormais estdo relacionadas
por uma transformacdo unitaria de acordo com (1.123). Os elementos da matriz U séo obtidos

fazendo o produto escalar entre os vetores das duas bases: (i|la) = U;, = (U);,
Considere novamente o operador O. Seja a matriz O a representagio do operador O na

base {|i)} e Q a representacdo do operador na base {|a)}. Consequentemente, temos

(1.125)
0li) = 101i) = me 0li) = Zm(zlol = > 100;
J

Olay =10la) = | Y 16XBI |Olay = Y 18)E|0]a) = D 150 (1.126)
B B B

Agora, gostariamos de saber como estas duas matrizes Q e O estdo relacionadas. Note que um

elemento da matriz Q pode ser escrito como Q,5 = (a|0|B). Logo,
Qup = (a[101]B) = (a| ZiliXil 0 Z;1/){1 |B)
= D (@iO1)G18) = D UiaOyUs = > (0)ia(0); (W5
ij ij ij

g = ) (UD@(0);(V) 5
ij

(1.127)
Em notagdo matricial, temos
Q=U'ou (1.128)
Multiplicando (1.128) & esquerdo por U e a direita por UT, obtemos
0 = UuQu' (1.129)

Portanto, as duas matrizes O e Q estdo relacionadas por uma transformacéo unitaria. Este re-

sultado € muito importante na quantica, pois sempre podemos encontrar uma transformacéo
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unitéaria que transforma um operador hermitiano ndo diagonal na base {|i)} em um operador

hermitiano diagonal na base {|a)}, ou seja,

Qap = Wabap (1.130)
w; 0 0
a=UtoU=w=| ) ©2 0
0 O Wy

1. Encontre o hermitiano conjugado ou adjunto do operador constante a + bi.
Resp.: Se 0 = a + bi com a,b € R, entdo O = a — bi

2. Encontre o conjugado hermitiano do operador 0/0x.
0|58 = | o0 ax = 19 ez - | LB peoar = (-5 o).

Na obtengdo da segunda desigualdade, usamos integragdo por parte. O termo

[p*(x)p(x)]° € nulo, pois as fungdes de onda ¢(x) e ¢(x) sdo nulas no infinito.
Portanto, o conjugado hermitiano de d/0x é —d/0x.

3. Encontre o conjugado hermitiano do operador

0= (—11 (1))

=G 3

4. Mostre que o operador identidade é hermitiano.

=( 9=r

5. Mostre que o operador dado a seqguir é antihermitiano.
/i 0
=G o)

0=y Y=0r=(G D)= 9=

6. Mostre que o operador momento g, € hermitiano.

p_lax

S
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Sejam ¢(x) e ¢(x) dois vetores de um espago vetorial linear:

p(x)

(-in2) o) = loe| () (—ih)*¢(x>>

(-ih g0 @|p) = <<p<x>

- <<o(x> (2) ih¢(x>> = (p@|- g ind(0) = (00| -ih gz 6 0)

Portanto, pt = p. Logo, p é hermitiano.

7. Mostre que o operador 32/dx?* é hermitiano.

(2 ) p@) = (o) (Z2) ¢(x)>

~ (oG- 2 (- 2) 600) = (o] Ly 60

8. Mostre que o operador # é hermitiano.

p(x)

(L ow|peo) = <<p(x>

h* 9%

(Fo0)|900) = (|~ gmzz + 7] 006 @) = (00

g+ 7] 00)
[( ) +(V)]¢(x>> (00| [- 2oz + 7] 60

= ()| Hp(x)).
Portanto, # = HT.nt

= <<0(x)

1.23.7 Autovalores e autovetores

Vimos que quando um operador linear atua em um vetor produz outro vetor no mesmo
espaco vetorial: 0: E — E ou O: E* — E*. Isto &,
Ola) = |b)
(alOT = (b|

Existe um caso especial em que o efeito do operador sobre o vetor é apenas multiplicar o vetor

(1.131)

por uma constante, ou seja, 0 operador apenas estica ou encolhe o vetor:
Ola) = wqla) (1.132)
(2|0 = wi(al (1.133)
Neste caso, chamamos as constantes w, € w, de autovalores e os vetores |a) e («a| de autove-

tores.
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1.23.8 O valor esperado de um operador hermitiano € real.

Seja um operador hemitiano e ¢ (x) uma funcdo complexa. O valor esperado do opera-

dor O é dado por (¢(x)|O]¢(x)). Como O é hermitiano, ento vale a igualdade 0 = O*. Logo,

(0(0)|019(x)) = (p(0)|0tlp(0) = (p(x)|0lp(x))

Portanto, o valor esperado ou valor médio é real.

*

1.23.9 Os autovalores de um operador hermitiano sao reais

Seja @ um operador hermitiano, isto é, @ = O%. Logo, multiplicando (1.132) a esquerda
por (a| e multiplicando (1.133) a direita por |a) e subtraindo a segunda equacdo da primeira,
obtemos

(al0la) = wlala)
(a]|0f|a) = wi{a|a)
0 = (wg —wy)a|a) (1.134)

De acordo com os postulados do produto interno, temos que (a|a) > 0. Portanto, devemos ter
Wy — Wy =0= w, = wy

1.23.10 Os autovetores de um operador hermitiano séo ortogonais

Sejam |a) e | ) dois autovetores de um operador hermitiano @ (0 = O1). Logo,
Ola) = wqla) (1.135)
(B1OT = wp(B| (1.136)
Multiplicando (1.135) a esquerda por (£ e multiplicando (1.136) a direita por |a) e subtraindo
a segunda da primeira, obtemos

(BlOla) = wy(pla)

(B101a) = wi(Bla)
0 = (we — wj)(Bla)

Ou seja,

(wq — wp)(Bla) = 0. (1.137)
Aqui usamos o fato de que wg = wpg, pois os autovalores de operadores hermitianos séo reais.

A partir de (1.137) concluimos que (B|a) = 0 (ortogonais), se w, # wg (autovalores ndo de-

generados)
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1.24 A FUNCAO DELTA DE DIRAC

A funcdo delta de Dirac, denotada por §(x), € uma funcgdo bastante estranha. A rigor
ndo podemos considera-la como uma fungdo, pelo menos no sentido usual da definicdo de

funcdo. A funcdo & (x — x,) é definida como

0 sex=x,
6(x—x0)—{0 se x # X

€ (1.138)
foo6(x —x9)dx =1

Vemos que embora §(x — x,) ndo seja bem definida, a sua integral é. A integral da funcéo
delta de Dirac funciona como se fosse um filtro de fungdes. Por exemplo, seja f (x) uma funcgdo

bem definida em x,. Entdo,

| £e86 - xydx = £

Ou seja, de todos os valores de f(x), a integral seleciona apenas o valor de f(x) quando x =

Xo-

1.25 CONJUNTO DE FUNCOES DE BASE

1.25.1 Func0es de base de Slater e gaussianas

Veremos, adiante, que na formulagdo de Roothan, os orbitais monoeletrénicos séo re-
presentados como combinacdes lineares de fungdes de base. Na pratica, as fungdes de bases
mais usadas sdo fungdes de bases do tipo Slater, gaussianas ou ondas planas. As funcdes de
base do tipo Slater sdo inspiradas na solucdo da equagdo de Schrddinger para o &tomo de hi-
drogénio. Essas funcdes apresentam o aspecto geral

bpas (§,%,y,2) = NxPydz®e <,
onde ¢ representa a funcdo de base; N € a constante de normalizacao; as letras p, q € s repre-
sentam 0 momento angular. Por exemplo: se p = g = s = 0, entdo ¢ representa um orbital do
tipos.Sep =1eq = s = 0, entdo ¢ representa um orbital dotipop,.Sep =s=0eq =1,
entdo ¢ representa um orbital do tipo p,,, e assim por diante. O expoente ¢ (letra grega zeta)
controla a largura do orbital. Valor grande de ¢ produz um orbital estreito. Enquanto um valor
pequeno de ¢ produz um orbital difuso, ou seja, um orbital com decaimento exponencial lento.

A Tabela 1.1 mostra algumas funcGes de base do tipo Slater.
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Tabela 1.1 Funcbes de base do tipo Slater representando alguns orbitais atdmicos. O expoente { (zeta) é otimizado
previamente com a intecdo de obter a menor energia do sistema. r representa a distancia do elétron ao
nicleo. N representa a constante de normalizacao.

Orbital p q S ¢pqs ((' T')
s 0 0 0 Ne=¢T
Dy 1 0 0 Nxe™‘"
P, 0 1 0 Nye=¢"
D, 0 0 1 Nze™¢"
dy 1 1 0 Nxye="
dyy 1 0 1 Nxze ‘"
dy, 0 1 1 Nyze™¢"
d 2 0 0 Nx2e=¢"
d,z2 0 2 0 Ny?e=¢T
d, 0 0 2 Nz%e ST

Sabemos que existe apenas 5 orbitais d que, geralmente, sdo denotados por

dyy, dys, dyy, d,2 € dy2_,2. EStes orbitais sdo conhecidos como orbitais de momento angular

Xy
puro. Embora, na verdade, ndo sejam. Mas, em termos préaticos de programacao, é melhor tra-

yz» -y

balhar com 6 orbitais do tipo d, isto &, dyy, dy;, dy;, dy2, dy2 € d,2. Os resultados obtidos

Xy
usando 5 ou 6 orbitais do tipo d s&o bastantes similares. Os orbitais do tipo Slater fornecem
excelentes resultados nos calculos. No entanto, as integrais que aparecem nos célculos mole-
culares sdo dificeis de serem implementadas computacionalmente. Por este motivo, F. S. Boys
propds, nos anos 50, as funcBes de base gaussiana, no formato cartesiano, tal como a conhece-
mos atualmente. As funcbes de base gaussianas s&o muito mais simples de serem integradas,
mas nao sdo tao eficientes quanto as do tipo Slater. A Tabela 1.2. mostra algumas funcgdes de

base do tipo gaussiana.

Tabela 1.2 Funces de base do tipo gaussianas representando alguns orbitais atdmicos. O expoente « é otimizado
previamente com a intecdo de obter a menor energia para o sistema. r representa a distancia do elétron
ao nucleo. N representa a constante de normalizag&o.

Orbital l m n Pimn(a.1)
s 0 0 0 Ne~ar*
Dy 1 0 0 Nxe~@
Dy 0 1 0 Nye~a*
Dz 0 0 1 Nze~@*
dyy 1 1 0 Nxye=ar*
dyz 1 0 1 Nxze™o"*
dy, 0 1 1 Nyze~"*
d,z 2 0 0 NxZe~ar*
dy2 0 2 0 Ny? emar?
d,2 0 0 2 Nz2e~ar’
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Para sistemas moleculares, as funcdes gaussianas estdo centradas em diferentes atomos. Neste
caso, a funcdo gaussiana, centrada no atomo A, por exemplo, assume o seguinte formato geral:

PErd (@, %,y,2) = N(x = x2)P (v = ya) (2 — 74) e =707, (1.139)
onde N representa a constante de normalizacéo e r, denota a posi¢do do atomo A.

Como as fungdes de base do tipo gaussianas sdo menos eficientes do que as fungdes do
tipo Slater, entdo devemos fazer combinacdes lineares de gaussianas para representar uma fun-
cao do tipo Slater. Quando usamos n gaussianas para imitar uma Slater, denotamos esse arranjo
por

STO — nG.
Por exemplo: se usarmos 3 gaussianas para representar uma Slater, entdo denotaremos a STO —
3G por
¢3§§ ¢r = qd)%so (a, 1) + Cz¢g§so (a,7) + C3¢ggso (a, 1),
0u seja, usamos trés gaussianas para representar uma ST 0. Se usarmos 6 gaussianas para imitar

uma Slater, entdo a denotaremos por STO — 6G, Ou sgja,
boas (6, 1) = 1545 (@, 1) + cadpgs (a,7) + cadygs (@, 1) + catpps (@, 1) + csppgs’ (a,1)
+ coPpas (a, 1),

Usaremos esta notacdo mesmo que a gaussiana seja formada por gaussianas contraidas, isto &,

K
lggSTO (a,x,y,z) = NZ ci(x —x)P(y —ya)i(z - ZA)Se_a(r_r“)z,
i=1

onde a fungéo ¢;5s ° (a, 1) é, na verdade, formada pela combinacéo linear de k gaussianas. O
acrénimo CGTO significa “Contracted Gaussian Type Orbital . Essa combinacdo linear é cha-

mada de gaussianas contraidas. CGT O significa orbitais do tipo gaussiano contraidos.

1.25.2 Tipos de conjuntos de fungbes de base

Em quimica quantica, encontramos varios tipos de conjuntos de bases de uso rotineiro.
1) Conjunto minimo de fun¢des de base: usa-se apenas uma funcgéo de base (STO, GTO,
CGTO) para representar o orbital atbmico.
2) Double-zeta: quando usamos duas fungdes de base para representar um orbital atbmico.
3) Triplo-zeta: quando usamos trés fungdes de base para representar um orbital atdmico.
4) Quadruplo-zeta (QZ): quando usamos 4 funcdes de base para representar um orbital
atémico.
5) Quintuplo-zeta (5Z): quando usamos 5 func¢des de base para representar um orbital

atdbmico. E assim por diante...
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6) Split-valence: quando usamos 1 funcéo de base para representar os elétrons do core e
conjunto de base maiores para representar os elétrons de valéncia.
Exemplos:
1) Conjunto minimo de funcdes de base para o atomo de 1H.
H
1s' @ = ¢y
Neste caso, usamos apenas uma funcéo de base ¢, para representar a funcdo de onda.

2) Atomo de C. O &omo de C carbono apresenta a configuragio atdmica
1s, 25, 2py, 2py, 2p,. A fungdo de onda para o atomo de carbono usando o conjunto
minimo de funcGes de base sera dada por

@ = C1Q1s T Capos + C32p, + Cadop, + C5Pap,,
ou seja, usamos uma funcao de base para cada orbital atbmico na construcdo da funcéo
de onda.

3) Atomo de C usando a base double-zeta. Neste caso, vamos usar duas funcdes de base
para cada orbital atbmico, ou seja,

P = 1015+ C2P" 15 + C3¢25 + CaP'os + CsPap, + C6P2p, + C1P2p, + 5P 2p,
+ Coop, + C100 2p,-

4) Atomo de C usando o conjunto de base double-zeta split-valence. Para este conjunto
de funcges de base, usamos uma funcao de base para os elétrons do core e duas fun¢des
de base para os orbitais atdmicos de valéncia, ou seja, a funcdo de onda sera dada por

P = 1015+ CaPas + 3025 + Caap, + CsP'ap, + CoPap, + €79 2p, + CaPap,

+ o' 2p,-
Portanto, neste caso, usamos 9 fungdes de base.

1.25.3 Conjuntos de funcgdes de base split-valence de Pople

A nomenclatura adotada por John Pople para denotar o conjunto de fungfes de base
double-zeta do tipo split-valence segue o padrdo dado pela formula
N —nyn,G,
onde N denota o nimero de fungdes gaussianas contraidas usadas para representar cada funcao
de base dos orbitais atbmicos do core eletrdnico. Usa-se double-zeta para os orbitais atdbmicos
da camada de valéncia. Neste caso, n; representa 0 nimero de gaussianas contraidas para a
primeira zeta e n, representa o numero de gaussianas contraidas para a segunda zeta. Portanto,

um orbital atbmico do core eletrdnico poderia ser descrito como
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N
510 =) dipfr? (@),
i=1

Enquanto que os orbitais de valéncia poderiam ser descritos por, digamos,

ni n2
CGTO  _
valence = C1 z al¢ggg (air 1‘) tc 2 bl¢ggso ((Z{F T).

Aqui, ¢572 (a;, 1) representa a funcéo de base do tipo gaussiana e as constantes a; e b; s&0 0s
coeficientes das combinaces lineares. Por exemplo, suponhamos que desejassemos escrever
a funcédo de onda ¢ para 0 &tomo de C usando o conjunto de base de Pople 6 — 31G. O primeiro

passo seria escrever a funcao de onda ¢ em termos das func@es de base do tipo Slater, ou seja,
Pc(r) = 19707 ({,1) + 20357 (0,1) + c303.° (T, 1) + capdp, (4,1) + cs¢p3p. (1)
T ce®STO(C,T) + CrSTO (¢ + bSO (G, T) + codSIO (S, T)
Em seguida, substitui-se cada funcédo do tipo Slater pelas respectivas combinac6es lineares de

gaussianas:

@c(r)
6 3
= <Z dipis? (“i»r2)> +Cy (2 di35° (@, Tz)) +c3p35 ° (af, %)
i=1 i=1
3 3
+e, (Z dipF50 (1) | + cs$§h0 @l 1) + g (Z A S50 (@ r2>)
i=1 i=1

3
+ 7955, (@i, %) + cq <z di 95y (ai,r2)> + copgpl (af, 1%).
i=1

Portanto, teriamos, para o C, 9 fungdes de base e 22 fun¢bes gaussianas primitivas. Se usasse-

mos o conjunto de fungdes de base 6 — 311G para o &tomo de C, em termos de ST O’s, teriamos
pc(r) = C1¢fsTo ¢+ Cquigsm ¢+ 53¢255TO ¢hr)+ C4¢§STO ¢+ C4¢§£g ¢
F eSO, T) + oSO, 1) + CpSIO (6,1 + oSO T)
+ C9¢§g}? ¢",r)+ C10¢§gzo ¢+ C11¢§ZT)S q,r+ C12¢§£§ q", 7).
Em seguida, substituimos cada funcéo de base do tipo STO por combinacdes lineares de fun-

cOes de base do tipo GTO, ou seja,
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@c(r)

6 3
= o[ D difTo(@ ) | + 0| D digTO(@, 1) | + 59810, 1)
i=1 i=1

3
+ eSO, 1) + o5 | ) digGh0 (e ) | + cod$0 (@', 1)
i=1

3

+ e G0, 1) + e ) di§h0 (@) | + oGO (@, 1)
i=1

3
+ Cg(l)zcgyo (a”,1?) + ¢4, Z dip5p2 (a;, %) | + c1195,° (@', 1?)
i=1

+ C12¢ZG$ZO (a", 7).

Para melhor descrever o direcionamento e o fluxo eletrdnico nas ligagcdes entre atomos
com diferentes eletronegatividades é necessario adicionar ao conjunto de base, fungdes polari-
zadas. Funcdes polarizadas sdo funcbes de base com momento angular maior do que aqueles
dos orbitais atbmicos preencidos. Por exemplo, no caso do atomo de hidrogénio, o maior mo-
mento angular é [ = 0, que corresponde ao orbital atbmico 1s. Neste caso, adicionamos uma
funcéo de base com momento angular [ = 1, ou seja, um orbital p. No caso do carbono, o maior
momento angular observado é [ = 1, que corresponde ao orbital atbmico p. Neste caso, adici-
onamos uma funcéo de base com [ = 2, que corresponde ao orbital atbmico d.

No caso de sistemas que possuem elétrons fracamente ligados, como no caso dos anions
e atomos muito grandes como, por exemplo, Br e |, a descri¢cdo do sistema melhora com a
adicéo de funcdes de base que possuem expoentes a pequenos. Isto permite o alargamento da
funcdo de base, 0 que permite a descri¢do de elétrons que estejam distantes dos nicleos. Se-
guindo a notagéo de Pople, podemos escrever

N —nyn, + G(x) ou N —nyn, + +G(x,x).
Quando usamos s6 um sinal de + significa que adicionamos fung¢des difusas somente nos ato-
mos pesados. Se usamos + + significa que adicionamos funcdes difusas também nos hidrogé-
nios. Quando usamos s6 um (x) significa que usamos fungdes polarizadas somente nos atomos
pesados. Quando usamos (x, x) significa que usamos funcdes polarizadas também nos atomos
de hidrogénios. Como exemplo, vamos colocar fungdes polarizadas e difusas no &tomo de car-

bono. Sabemos que a configuragao eletronica do carbono é 1s, 2s, 2p,, 2p,, 2p,. A funcdo de

onda do carbono usado o conjunto de funcdes de base 6 — 31 + G(d) seria dada por
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@c(r) = c1¢93° (0, 1) + 2¢3°(0,1) + c33° (', 1) + 43 €4 1) + 59357 (€,1)
+ Ceipe (0,1 + cr57 (G4 1) + cap3f (6,1) + oy (3,1
+ c10¢3py (4 1) + 119350 (§,1) + c1293,0 (8',7) + c13¢0557 (€4, 1)
+ iy, (1) + cisday, (0,1) + ciediy,. (§,1) + c17¢377 (G, 1)

+ C18¢g:20 ¢, r)+ C19¢c§:20 (7).

O sobrescrito d em {¢ significa que o expoente ¢ é bem pequeno para permitir que a fungéo
de base possa descrever elétrons distantes dos nucleos, ou seja, representa aqui funcdes difusas.
O passo seguinte é substituir as funces do tipo ¢, por combinacdes lineares de fungdes

gaussianas, ou seja,

6 3
@c(r) = ¢ (Z di¢1GsTO (ai,r2)> +C <Z di¢2GsTO (“i'r2)> + C3¢ZGsTO (a, 7‘2)
i=1 i=1

3
+ e, ST (@, 12) + cq (Z dpS0 (ay, r2)> + cspST0 (o, 1?)
i=1
3

+ e p50 (@, T) + ¢ (2 a0 (@, rZ)) + CoG10 (1)
i=1

3
+ c10h§I0 (@) + ¢y <z di 510 (ai,r2)> T 1§10, 12)
i=1

+ C13¢ZG§ZO (@, 1) + C14¢g§yo (a%,1r?) + C15¢g§£ (a%,1?)

+ C16¢g}7;20 (a%,1%) + C17¢g;0 (a%,1%) + C18¢g§20 (a®,1%) + C19¢§:20((' r).
Portanto, a funcdo de onda para o atomo de carbono usando o conjunto de funcdes de base 6-
31+G(d) tem um total de 19 funcdes de base (fungdes do tipo Slater) e 32 fungdes primitivas

(funcBes do tipo gaussianas).

1.26 SERIE DE FOURIER

Sem medo de errar, podemos afirmar que entorno de noventa porcento de todos os fe-
nodmenos estudados pela fisica estdo, de certa maneira, envolvidos com vibragdes ou algum
tipo de onda. Como exemplos, podemos citar a acustica, mecanica dos fluidos, eletromagne-

tismo, raios X, mecanica quantica, teoria da informacao etc. Todos as fungdes que representam
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tais fendmenos podem ser adequadamente representadas usando séries de Fourier. Mais preci-
samente, se

f(x):R->R
for uma funcéo periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel, entdo f(x)

pode ser expandida em uma série de Fourier, ou seja, uma série de cossenos e senos do tipo

Flx) = ay N (nx) +h (nx) 4 <2nx> +b (2nx>
x) =~ +acos (7 1sen (7 a;cos |\ —; 2sen|—
o (1.140)
a, mrx nmwx
ey Z ancos + b,sen (T)]'

n=1
onde a,, a,, € b,, sdo 0s chamados coeficientes de Fourier. O processo de obter os coeficientes
a, € by, que sdo as amplitudes dos harménicos de (1.140), € chamado de analise de Fourier.
Do ponto de vista préatico, a analise de Fourier € extremamente importante, pois, em geral,
medimos experimentalmente o sinal f(x) e queremos saber quais 0s harmoénicos que compde
o0 sinal. Para determinarmos os coeficientes a,, a, € b,, vamos usar 0s seguintes resultados

sobre integrais trigonométricas:

f_LLCOS(@)COS(@)dX={O sem#n

L L sem=n
J_ LL sen (?) cos (mzrx) dx =0
fL sen (nLﬂ) sen (?) dx = {2 Ssirrnn z r:l (1.1412)
-L

f_LLsen(nLﬂ) dx =0
fL cos (nLﬂ) dx = 0.

-L
O coeficiente a, pode ser determinado integrando ambos os lados de (1.140) no intervalo que
se estende de —L a L:

ff(x)dx—f 2 dx

X 21X 21X
j [alcos + b;sen (T) + a,cos (T) + b,sen (T) + ] dx

= aoL.

Consequentemente, temos que
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1 L
= — dx.
a Lf_Lf(x)x

Multiplicando (1.140) por

cos (nllﬂ)

e integrando em relacdo a x sobre o intervalo (- L, L) e usando as relagdes (1.141), obtemos

uma férmula para os coeficientes de Fourier a,,’s, ou seja,

f f(x)cos( ) dx, n=123,- (1.142)
De modo similar, multiplicando (1.140) por
nmx
sen (T),

e integrando sobre o intervalo (- L, +L), obtemos uma férmula para os coeficientes de Fourier

b,’s, OuU sgja,
_1f+L x) ("”x)d = 1,234 (1.143)
—L_fosenL x, n=1,2,34,:--. .
Em resumo, as formulas que nos permite calcular os coeficientes da série de Fourier sao
1 L
=— d
I f_ f(x)dx
] f(x)cos (—) dx, n=123,- (1.144)
L
—1j (x) (mx)d =1,2,34
—L_fosenL x, n=1,2,3,4,
Exercicios

1) Encontre os coeficientes de Fourier da funcdo f(x) dada por

_(—ase —mw<x<0
f(x)_{ase O<x<m

onde f(x + 2m) = f(x).
Resposta: f(x) = (senx + =sen3x + = sen5x + - )

2) Encontre os coeficientes da série de Fourier das seguintes funcoes:
a f(x)=x (—m<x<m)
b. f(x) =x% (—-m<x<m)

fx)=x (0<x<2m)

fX)=x% (—n<x<m)

o o
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_(0se (—m<x<0)
& f(x)_{k se (m<x<0)

_(—1se (—m<x<0)
f f(x)—{ 1 se (m<x<0)

3) Encontre a série de cossenos da funcdo f(x) = x, no intervalo (0, ). Sugestdo: crie
uma fungdo par que contenha, no intervalo (0,7), a funcdo f(x) = x. Por exemplo,

fQx) = |x|.
4) Encontre a série de senos da funcéo f(x) = x? no intervalo (0, ). Sugestdo: crie uma
funcdo impar que contenha, no intervalo (0, ), a fungdo f(x) = x2.

1.26.1 Forma complexa da série de Fourier

A forma complexa da série de Fourier é de longe a mais usada. Isto porque a algebra da
série de Fourier na forma complexa é muito mais facil do que trabalhar com senos e cossenos.
A forma complexa pode ser obtida usando as formulas de Euler, ou seja, e’ = cos@ + isenf
e e = cosh — isend. Com isso, podemos escrever o seno € 0 cosseno COMo

i0 , ,—if io _ ,—if
e +e et —e
cos) =———— e senf =———. (1.145)
l

Usando as equages (1.145) em (1.140) e fazendo 6 = nmx /L, obtemos
nmx nmx
flx) = Z) [ancos (T> + b, sen (T)]
n=

4n b_") e (@_ﬁ) —i”ﬂ]
[<2+2i et )t (1.146)

inmx _inmx
(cne L 4+c_pe L )

Em (1.146) fizemos

o b G Dn
T T ST

Multiplicando (1.146) por e L obtemos os coeficientes c,,’s e multiplicando (1.146) por

inmx

e L obtemos os coeficientes e c_,,’s, Ou Seja,

inmx

1 L
Cn = _f f(x)e_ L dx, n=0,123,,
2L)_,
(1.147)

1 (* inmx
C—n = f(x)e L dx, n= 0;112!3F T
2L ),

As equacdes (1.147) podem ser combinadas em uma Unica expressdo matematica:
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1t _inmx
Cp = ﬁf f(x)e " I dx, onden=0,%1,+2,43, - (1.148)
-L
Em resumo, se f(x): R — R for periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente integra-

vel, entdo a série de Fourier de f(x), na forma complexa, pode ser escrita como

+ oo

flx) = z cnemf ", (1.149)

n=—oo

onde os coeficientes c,’s sao dados por (1.148). As equacdes (1.148) e (1.149) mostram que

podemos expandir uma funcdo f (x) em uma série complexa, desde que a funcéo seja periddica
com periodo 2L, integrével e absolutamente integravel.

Exercicios.
1. Encontre a série de Fourier complexa de f(x) =e* se —-n<x<m e
f(x + 2m) = f(x) e obtenha a partir dela a série de Fourier usual.
2. Encontre a série de Fourier das seguintes fungdes:

a. fx)=—-1se—-n1<x<0, f(x)=1se0<x<m
b. f(x)=x (—T<x<m)
c. fx)=0se—-m1<x<0, f(x)=1se0<x<m
d fx)=x (0<x<2m)
e. f(x)=x* (-m<x<m)

1.26.2 Integral de Fourier e transformada de Fourier

Podemos estender a expansdo (1.149) para fungdes que ndo sejam periodicas. Esta ex-
tensdo pode ser feita fazendo o periodo (- L, L) expandir-se para (—oo,400). Logicamente,
qualquer funcdo ndo periddica cabe no dominio (—oo, 4+00). Esta ideia pode ser desenvolvida
usando as equaces (1.148) e (1.149). Vamos definir uma nova variavel «,, tal que a,, = nrt/L.
Logo,

Aa =y, —a, =m/L.
Consequentemente, temos que
1 _ Aa_
2L 2w
Com essas mudangas, podemos reescrever as equagoes (1.148) e (1.149) como seguem:
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+ o0

flx) = Z c etn*, (1.150)
n=—oo
_AO( L()—iaxd _AafL()—iaud (1151)
Cn =5 _foe X = _que u. .

Em (1.151), trocamos a variavel de integracdo x para a variavel de integracdo u a fim de evitar

confusdo, ja que vamos substituir (1.151) em (1.150), ou seja,

< [Aa (L . .
=) (5] raeionau et
S 2r )_;
+00 +0
Aa (* .
— Z 2_.[ f(u)e‘“”(x_u)dUZ Z F(a,)Aa,
n=—oo L n=—oo

onde fizemos

1 (t )
Plan) =5 | favettdu
-L

comn =0,%+1,+2,---. Observe que a Equacéo

f@)= ) Flaba

n=-—oo
tem o aspecto formal de uma soma de Riemann. Quando L — Foo, temos que Aa — 0. Isto

significa que

Alciglo< i F(a,JAa) = f_+ooF(a)da,

n=-—oo

ou seja, no limite em que Aa — 0 temos

flx) = j+mF(a)da. (1.152)

Em (1.152), a variavel a,, deixa de ser discreta e passou a ser continua, pois nao se trata mais

de um somatério e sim de uma integral. Portanto, podemos suprimir o subindice n de « :

1 [+ .
Fla) = f_w fWe > W du. (1.153)

Substituindo (1.153) em (1.53) e rearranjando os termos, obtemos:
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f(x) = J._J:F(a)da = f_;w%f_;wf(u)ei“(x_“)du da

¥oo[ g (e . .
=f lﬁf f(u)e““udule‘“xda

+oo
= f F(a)e'*da,

fx) = j+ooi7-“(a)ei“xda, (1.154)
onde
1 (t® .
F(a) = Ef fwe ™ du

é chamada de transformada de Fourier de f(x). N&o existe motivo para continuarmos usando
a variavel de integracdo u, visto que ndo ha mais possibilidade de confusdo. Assim, podemos

voltar a variavel de integracdo x, ou seja,

Fla) = %fﬂof(x)e_i“xdx. (1.155)

A transformada de Fourier, F(a), existe quando f(x) for continua por parte e for absoluta-

mente integravel em relacdo a variavel x.

Exemplo 1. Encontre a transformada de Fourier de
f(x)={k se0<x<a
0 sex<Ooux=a.

Solugdo.

2T —ia
Usando esta transformada, podemos escrever f(x) como

1 e —iax k ¢ —iax k e—iax —1
?(a):%f f(x)e dxzﬁfe dx = —|——).
— o0 0

f () =f:oﬂf(a)eiaxda=f+°° k (ﬂ

o 2T —ia

k +0o0 1— e—iax )
— iax
f(x) o f_oo ( o )e da.

Exemplo 2. Encontre a tfransformada de Fourier e a integral de Fourier da fungdo
0 —co<x<-—a/2
f(x):{l —a/2<x<a/2
0 a/2 <x <o

)elaxda’

Solugdo.
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1 Yoo ' 1 +a/2 ) 1 , +a/2
p _ & —laX fy = — “laXdy = T
(@) 21 ,[_Oo f@)e * 21 f_a/z ) * =l (e |_a/2
~ 1 [ei@a/2 _ p-iaa/2 B sen(aa/2)
= 2] - amn
+00 _ t®sen(aa/2) .
fo = [ F@eda= [ D g

Exemplo 3. Encontre a transformada de Fourier e a integral de Fourier da fungdo
delta de Dirac.
Solugdo.
De acordo com (1.155) e (1.154), a transformada de Fourier da fungdo 6(x — x,) €
dada por

— 1 e —lax — 1 —lax,
T(a)—%f_m 6(x —xp)e dx—%e 0

+ oo

to . 1 , , 1 (*® .
6(x —xy) = f F(a)e'™*da = f — e WWopldXdy = —f ela(x=xo) gy
o 21 2w J)_o,

Esta representagdo da fungdo delta de Dirac é bastante Gtil ha mecadnica quantica.

— 00

1.26.3 Variaveis conjugadas

Nas transformadas abstratas que desenvolvemos anteriormente, usamos as variaveis a e
x. Estas variaveis sdo chamadas de variaveis conjugadas. As varidveis conjugadas sdo dife-
rentes dependendo das aplicacdes. Por exemplo, em acustica e telecomunicacdes usamos a fre-

quéncia (v) e o tempo (t):

f@) = J +OOT (v)e?™tdy, (1.156)

1 [t )
FW) = Ef f()e 2™, (1.157)

O uso do 2w tem uma boa razdo, pois t e v sdo grandezas fisicas que medimos experimental-
mente. Os matematicos preferem usar t e w (frequéncia angular), onde w = 2mv. Na mecénica
quantica usamos a posicdo r e o0 momento dividido pela constante de Planck, p/A como vari-

aveis conjugadas:

flr,t) = f +Ooﬂf(p/ n)el®wT-EO/Rq(p/h), (1.158)

1 [t )
F(p/h) = EJ f(r, t)el®Pr=ED/hgy. (1.159)

Na teoria da difracdo de raios-x usamos a abertura, x, e 0 seno do angulo de difracdo dividido

pelo comprimento de onda, p = senf/A.
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1.26.4 Transformada seno e cosseno de Fourier

Se a fungdo f(x) for impar, entdo podemos escrever a transformada de Fourier de f(x)
em termos da funcéo seno. Por outro lado, se f(x) for par, entdo podemos escrever a transfor-
mada de f(x) em termos da fungdo cosseno.

Primeiro, vamos mostrar que se f(x) € impar, entdo F(a) também serd impar. Para isso,

vamos expandir (1.155) em termos de senos e cossenos usando a relagdo de Euler.

— 1 e —iaxd — — 1 e ; d
Fla) = Ef_oo f(x)e x=F(a) = Z—[—oo f(x)(cosax — isenax)dx
— 1 e ;
= Ef—oo (f (x)cosax — f(x)isenax)dx

1 oo i + oo
= Ef_oo f(x)cosaxdx — %f—oo f(x)senax)dx.
A integral
+oo
f f(x)cosaxdx

é nula, pois o produto f(x)cosax representa uma fungdo impar, ou seja, f(—x) cos(—ax) =
—f(x)cosax, e a integral de uma funcdo impar sobre um intervalo simétrico em relacdo a

origem ¢ nula. Consequentemente, podemos escrever

F(a) = —éf f(x)sen(ax)dx. (1.160)

Como

F(—a) = —%j_;mf(x)sen(—ax)dx = %f_:of(x)sen(ax)dx = —-F(a),
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entdo F (a) é uma funcdo impar. Expandindo a exponencial de (1.154) e usando uma argumen-

tacdo similar a usada para obter ((1.160), obtemos

+ o0 + oo

F(a)(cosax + isenax)da = 2i f F(a)senaxda
0

f(x) = f_:o}"(a)ei“xda = f

+o0
fx) = 2if F(a)senaxda. (1.161)
0
Se substituirmos (1.160) em (1.161) vemos que (—i/m)(2i) = 2/m. Portanto, podemos abolir
a unidade imaginéria tanto em (1.160) quanto (1.161). Com isso conseguimos o par de trans-

formada de Fourier seno para fungdes impares, ou seja,

F(a) = \/%jﬂof(x)sen(ax)dx (1.162)
0

flx) = \/%j:oo?'(a)senaxda. (1.163)

Poderiamos ter usado 2/ em apenas uma das integrais, mas optamos por usar /2 /m nas duas
integrais, questdo de gosto pessoal. Usando um raciocinio similar a este, obteremos o par de
transformada de Fourier cosseno para fungdes pares, ou seja,

F(a) = \/ngrmf(x)cos(ax)dx (1.164)
0

fx) = \/gf;oo}“(a)cos (ax)da. (1.165)

1.26.5 Transformada discreta de Fourier

A transformada discreta de Fourier (do inglés, Discrete Fourier Transform — DFT) é a
forma discreta da transformada de Fourier de uma funcdo f(x) periodica. Por simplicidade,
vamos assumir que o periodo da funcdo f(x) seja 2m. Vamos supor ainda que conhegamos
apenas alguns valores discretos de f(x) que sdo, geralmente, coletados experimentalmente em
problemas reais de telecomunicages, processamento de imagens, séries temporais e problemas
de engenharia. Novamente, por simplicidade, vamos supor que estes pontos sejam igualmente

espagados, ou seja,
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X =—  k=012-N—1.

Mesmo conhecendo s6 alguns valores discretos de f(x), podemos aproximar f(x) por um

polinémio trigonométrico complexo p(x) de tal modo que
N-1

fx) =plx) = Z cpe™k  k=012,N-1 (1.166)

n=0
Nosso problema agora é encontrar os coeficientes c,, de (1.166). Multiplicando ambos os lados
de (1.166) por e ~"™*k g somando sobre k, devemos somar e ndo integrar como haviamos feito

na serie de Fourier, pois os valores de f(x) s&o discretos, obtemos

N-1
Zf(xk)e_imxk — < C emxk> —imxy
N-1 N-1N-1
f(x )e imxg — Cnel(n—m)xk
k=0 k=0 n=0
N-1 N-1N-1 ) ok
imx, _ i(n—-m)2m
flx)e = cpe N
k=0 k=0 n=0
N-1 N-1 N-1 ( Yamk
i(n— m T
f(x e iM¥k = Cn e (1.167)

k‘

n=0 k=0
O lado direito de (1.167) é nulo se m # n. De fato, usando a soma dos N primeiros termos de

uma série geométrica, temos que

N-1 N-1 k N-1

i(n—m)2m i(n—m)2m 1—1rN
ZeTk=z<eT> =Zrk=1+r+r2+~--+rN_1=1 —=0.
k=0 k=0 r k=0

O resultado anterior foi obtido observando que

i(n—m)ZnN .
™N=e¢ N = el(m=m2m — co5[(n — m)2n] + isen[(n — m)2n] = 1.

Agora, se m = n, entdo o lado direito de (1.167) é N. De fato,

N-1 -1

i(n—m)27t
26 N Zl—l+1+1+ -+1=N.
k=0 k=0 N vezes

Consequentemente, podemos reescrever (1.167) como
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N—1
Z flx)e ™k = ¢, N.
k=0

11— |
cp = Nz F(x)einxe (1.168)
k=0
Em (1.168), trocamos m por n. Usando (1.168) podemos escrever f(x) como
N-1
fx) =plx) = Z c e, (1.169)
n=0

A aproximacdo sera tanto melhor quanto maior for o nimero pontos coletados e usados na

transformada discreta de Fourier.

1.26.6 Forma vetorial da DFT

Seja as medidas experimentais f; = f(x;) arranjadas sob a forma de um vetor, ou seja,
f= [fO'flifZJ""fN—l]T-
As transformadas discretas, relativas a essas medidas, podem também ser colocadas sob a

forma de vetor, ou seja,

A A

f= [fOlfl)fZ"”’fN—l]T'

com as componentes dadas por

N-1
fo=coN = z fe™M¥ | p =012, N—1 (1.170)
k=0
O conjunto de equacdes (1.170) é chamado de espectro das frequéncias, pois f, representa a
contribuicdo n para o sinal. Em notacdo vetorial, podemos escrever
f = Fyf (1.171)

As entradas da matriz de Fourier Fy séo dadas por

. —in2mk —i2m\ K k
e""k =¢ N —(e N ) = w"",

onden =0,1,2,---,N — 1 percorre as linhas damatrize k = 0,1, 2,---, N — 1 percorre as co-
lunas. Expandindo (1.171), temos
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N
kS

o |= wt e w2OD L f (1.172)

.. T T I
S

f:O (WO o w0 . w? (fo
fi w0 1 2 ... N1 fi

Exemplo de aplicagdo de (1.172): suponha que coletamos 4 medidas, ou seja,

f=1[0 1 4 9]T.Como N = 4, entdo

—i27m —i2m —im

W=e N = 4 =¢ 2 = —|.

Consequentemente, temos que w = (—i)™*. Neste caso, (1.172), para este exemplo particular,

se torna
{0 w® w® w® wo\ /fo 1 1 1 1)\/0
Al _(w® wt w2 w3l _ (1 —-i -1 i 1
il \w® w2 ow* wellfa) |1 -1 1 -1/\4 (1.173)
)W wrowe w/\E/ N1 -1 =i/ \o

ﬁ\ 14
fi —4 + 8i

L= 1.174
\fz) 4_68' ( )
fa T

Usando (1.171), podemos recuperar as medidas discretas de f(x) tomando a inversa de Fy, ou
seja,
f = FN_lf' (1.175)

onde a inversa de Fy pode ser calculada como

1
mmzNh:mﬂzﬁm. (1.176)

Para provar este resultado, primeiro observamos que Fy € uma matriz simétrica. Agora, seja

Hy a matriz dada por FyFy, ou seja,

Hy = FyF;.
Um elemento hj;, de Hy, é dado por
N-1
hjy, = Z [wi(w*)k]" = [Wj(w*)k]0 + [Wj(w*)k]1 + [Wj(w*)"]2 + et [Wj(W*)k]N_l
n=0
_ {0 j*k
N j=k

De fato, se j = k temos que
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-1 N-1
—i2wk 2wk
[e

=
=

-1

n
e N] =Z1n=1+1+---+1=1v.

0 n=0

[wkw) " =

0

S
I
S
Il

Sej # k, entdo
-1

& 2ne-p]t & 1—pN
[Wj(w*)k]n=2leTl =Zr"= T =0
n=0 r n

=0

2,

N-1
n=0
Portanto, Hy é uma matriz diagonal que pode ser escrita como Hy = NI, onde I é a matriz
identidade de dimensdes N X N.

Em resumo, dada a transformada discreta

= e
fn =c,N = Z free Xk = z fre N, n=012--,N—-1 (1.277)
k=0 k=0
A transformada inversa sera dada por
1 = s i2mwkn
fa) = D falwde™e = > fuwoe v, (1.178)
k=0 k=0

comn=0,12,---,N — 1.

Em nosso exemplo particular, podemos aproximar f(x) como

N-1

Flx) = Z ¢ e, (1.179)
n=0
com c,, dado por
o=l
"N

f(x) = Z cpe'™ = co + cie™ + c e'?* + cgetd¥

N-1
n=0

3 .
=4+ (=2 4+ 4i)e™ — Eelz’f + (=2 — 4i)e'3*

1.27 ONDAS PLANAS

As ondas planas séo definidas como
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¢(r) = Ne'e",
onde a constante de normalizacdo N é dada por N = 1//Q, sendo Q 0 volume da célula
periodica; G é um vetor da rede reciproca. Desde que as ondas planas formam um conjunto

completo e ortonormal, elas podem ser usadas para expandir 0s orbitais atdmicos.

1.28 TEOREMA VARIACIONAL.

Seja |1/5) uma funcédo que obedece as condi¢des de aceitabilidade para uma funcéo de
onda, isto é, |1/5) é integravel, monovalorada e suas derivadas primeira e segunda sdo continuas.
Neste caso, o valor E esperado da energia sera sempre maior ou igual a energia verdadeira do
sistema, isto é, E > E,, onde E, denota a energia verdadeira do sistema no estado fundamental.
A igualdade s0 se verifica quando |z/3) = |y,), onde |,) representa a funcdo de onda do estado
fundamental.

Para provarmos este teorema, primeiro assumimos que as autofuncdes g, Y1, P, -+ do
operador # formam uma base ortonormal no espaco de Hilbert. Consequentemente, qualquer
funcio v tentativa pode ser representada como uma combinacéo linear das func@es deste con-

junto de base, ou seja,

|b) = Z cilyi)- (1.180)
O valor esperado da energia, usando a funcéo de onda |v,l7) é dado por
g = WD), (1.18)
([) |

Substituindo (1.180) em (1.181), obtemos
(Ticithi | 7| T ) _ Y Xk i (i | [ _ i 2k C; Wi Exe [ )
(Xicivi | Xk cipr) XiXk C;Ck«pillpk) YiXk C;Ck<1/’i|¢k)
ik CkEpby  XiciGE; - icicEy
D T L o

ou seja, E > E,. Nesta demonstracdo, usamos o fato de que o espectro energético do operador

E=

hamiltoniano # pode ser ordenado, isto é, Ey, < E; < E, < ++-.

O teorema variacional nos fornece um critério poderoso para encontrarmos a energia
de um sistema. De todas as fun¢des de onda tentativas possiveis, somente aquela que se asse-
melha a funcdo de onda verdadeira € que € capaz de entrega a energia do estado fundamental.

Portanto, quanto menor for a energia da funcdo de onda tentativa melhor sera a qualidade da
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funcédo de onda. O teorema variacional ou principio variacional é, portanto, um critério para a

otimizacdo da funcdo de onda de um sistema.

1.29 UNIDADES ATOMICAS

Na escala atdmica, as unidades no sistema internacional de unidades néo sdo as melho-
res unidades para se trabalhar devido as pequenas dimensdes dos sistemas atdmicos. Nesse
sentido, definimos novas unidades que sdo apropriadas para a escala atbmica, chamadas de
unidades atdmicas de tal modo que a equacao de Schrodinger se torne adimensional. Por exem-

plo, considere a equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio:

R, 11 B
[ gy HO) Ebte @

A ideia aqui é fazer uma mudanca de coordenadas de tal modo que no novo sistema de
coordenadas a equacdo de Schrddinger seja adimensional, ou seja, (x,y,z) — (p,q,s) de tal
modo que

xX=Ap; y=Aq; z=As
onde p, g e s representam as novas coordenadas e A uma constante apropriada. Além disso,
vamos definir a funcéo 1 de tal modo que
Y(x,y,2) =P, q,s),
ou seja, a funcdo i assim definida € também funcdo de x,yez. As derivadas

0%2/0x?,0%/0y? e d%/3z2 no novo sistema de coordenadas sdo dadas por
oy _0Plp,qrldp 199

i op x  Aop (1.183)
Deletando as funcdes 1 e 1 de (1.183) obtemos o operador
g 10
dx Adp

A derivada segunda pode ser obtida como
7Y _ LAGANR i(}@) _ 11(1@) _1o
0x? 0x\odx dx \A dp Adp\Adp A% dp?

De modo similar, obtemos as derivadas 92/dy? e d%/dz% no sistema de coordenadas
(p, q,s). Portanto, o laplaciano no novo sistema de coordenadas é dado por

02 0% 0% 1 (azlﬁ 0% 621/3> 1.

2.1 — _ - _ 2
Vv = tartaz " w\opr Tz T o) T2V Y
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A distancia r de (1.182), no sistema de coordenadas (p, q, s) pode ser escrito como

r= \/x2 +y?2+2z%2= \/(/’Ip)z + (1g9)?% + (As)? = AT,
onde 7 representa a distancia no novo sistema de coordenadas. Usando estes resultados em
(1.182), obtemos

A% 1 e?

1 _ -
“om 2V i i |V P49 = EV(P.q.9). (1.184)

A ideia agora é fazer

1o
mA2  4mggd Y (1.185)
onde E, é uma constante. Resolvendo esta Equacédo para A, obtemos
4reyh?
= ez - %o (1.186)

Observe que A representa, na verdade, o raio de Bohr (a,) 0 qual serd definido como nossa
unidade de medida de comprimento, ou seja, a, = 1. Inserindo a constante E, em (1.184) e

fatorando-a, obtemos

1 17 - ~
Ea [_Evz - F] l/)(p, q,S) = El/)(p, CI:S)-

[—%VZ - %] P(.q,5) = E%t/?(p, q,5) = En(p, q, ), (1.187)
onde fizemos E;, = E/E,. Substituindo (1.186) em (1.185), obtemos o valor de E, em joules,
ou seja,

E, = ¢ ¢ ™ 3507744 x 10-%]
AmrenA Ame, % (4meyh)?

Vemos, em (1.187), que E, tem dimensdo de energia, a qual sera definida como sendo nossa
unidade de energia atdmica (E, = 1 hartree = 4,359 7744 x 10~18 J), chamada de hartree,
em homenagem ao fisico britanico Douglas Hartree. Logo, podemos escrever a Equacgdo de

Schradinger, sem o til, simplesmente como

R

Neste caso, a energia é dada em Hartree a distancia em Bohr.
Unidade atdmica de velocidade. A unidade atbmica de velocidade é definida como sendo a

velocidade do elétron na primeira orbita de Bohr do atomo de hidrogénio, ou seja,

e? aoE

V= EN

= 2,187 691 263 64 x 106 m/s.
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Unidade atdmica de tempo. A unidade atdmica de tempo é definida como sendo o tempo que
um elétron leva para percorrer a distancia de 1 Bohr (a,), que corresponde o raio da primeira

orbita de Bohr do 4&tomo de hidrogénio, com velocidade da primeira orbita de Bohr, ou seja,

Amegh” (4ey)?h3 h h
a 2 TE
t=—=-T0C - - — =— =2,418844 x 1075,
\% e me me E
4megh (4meyh)?

Tabela 3. Sistema de unidades atbmicas de algumas grandezas fisicas com as respectivas con-
versOes para o sistema MKS.

Quantidade Simbolo | Unid. atbmicas MKS

Const. De Planck | h 1u.a. 6,626 x 1073% . s

Tempo t 1u.a. 2,418 844 x 1075

Coordenada a, 1u.a. 0,52917720859 A

Velocidade Vg 1u.a. 2,187 691 263 64 X 10° m/s
1lu.a.

1.30 ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

Em muitas situacdes é melhor trabalhar com func@es de base que sejam ortonormais. O
procedimento de Gram-Schmidt nos permite construir um conjunto de vetores ortonormais a
partir de um conjunto de vetores linearmente independentes. Considere o conjunto de vetores
{V,,V,, U3, -+, Uy} linearmente independentes e ndo ortogonais. A partir deste conjunto de ve-
tores, podemos construir um novo conjunto de vetores {1, u,, U3, -, U, } de tal modo que se-

jam ortogonais. A projecdo do vetor ¥ na direcdo do vetor % é dada por

. L u\u v-d., v-u_
pr01gv=<v-ﬁ>ﬁ= FiE u=a ﬁu.
A quantidade
u
al

representa o vetor unitario na direcdo de u e |i|? = 4 - . Para encontrarmos 0 conjunto
{u,, Uy, U3, -+, Uy}, procedemos da seguinte maneira: primeiro, vamos fazer 1, = ¥,. Em se-
guida, retiramos de 1, a sua componente na direcdo de ;. Depois, retiramos de 5 as suas

componentes nas direcdes de i, e U, e, assim, por diante. Ou seja,

u1=171
. - - ﬁz.ﬁlq
Uy =V —PT0j33, V2 = UV — 1
U 171‘17,1

92



- — - —
U3 U, Uz Uy,

— - . - . - -
U,3 =v3—pT'0 7q vg_pro T 7.73 =U3——_)u1——u2
JU1 _]uZ 1—11 . ul ﬁz 'ﬁz
= _ = . - . - . -
Up = VUp — PT0J3i,Vn — PT0]33,Vp — == — PT0J4,_,Un
- — - — - —
o Un- Uy, Un'uzﬁ Un Up-1
SV oS U5 S U= Uy
Up " Ug Uy " Uy Up—1 " Up—1

n-1 - —

n ﬁl.ﬁl l

l

{

Agora, para torna o conjunto {u,, U,, us, -, U, } ortonormal, basta dividir cada vetor pela cor-

respondente norma, ou seja,

{171 U  Us ﬁn}
s | "t s [l )

Exercicio

Encontre um conjunto de vetores ortonormais a partir do conjunto

12 —52 4
{171 = [ 6 ],172 = [167],53 = [—68]}.
—4 24 —41

u; = (0.857,0.428,—0.286);
u, = (~0.395,0.903,0.1696);
uz = (0.331,-0.0326,0.943).
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2 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

Neste capitulo faremos uma breve revisdo dos postulados da mecénica quéntica usando a no-

tacdo de Dirac.

2.1 PRIMEIRO POSTULADO

O estado quantico de um sistema fisico em um tempo t, € representado por um
vetor |Y(ty)) do espago de Hilbert.

O estado de um sistema fisico em um tempo inicial, denotado como t,, € completamente defi-
nido pela especificagdo de um vetor | (to)) no espago de Hilbert associado ao sistema. Isso

significa que todas as informacdes necessarias para descrever o sistema estdo contidas neste
vetor. Este postulado implica na possibilidade de superposicao de estados. Isso ocorre porque
qualquer combinacdo linear de vetores do espaco de Hilbert também é um vetor valido que
pode representar o estado do sistema. Por exemplo, em um determinado instante t,, 0 estado
|W(to)) pode ser expresso como:
[P (%) = P (D)) + 2 [p* ("),

onde c1 e ¢2 s@o coeficientes complexos e |1 (to)) € |P2(to)) S&0 vetores no espaco de Hilbert.
Essa superposicéo de estados reflete a natureza probabilistica da mecénica quéntica, onde o
sistema pode existir em multiplos estados simultaneamente, cada um com uma probabilidade
associada. Portanto, o postulado enfatiza que um Unico vetor no espaco de Hilbert é suficiente
para descrever o estado de um sistema quantico em um determinado momento, e a combinacao

linear desses vetores permite representar estados complexos, incluindo superposicdes.

2.2 SEGUNDO POSTULADO

Toda propriedade fisica mensurdvel (observdvel) é descrita por um operador
hermitiano.

O segundo postulado da mecanica quantica € fundamental para entender como as pro-
priedades fisicas de sistemas quanticos sdo descritas e mensuradas. Este postulado afirma que

qualquer propriedade fisica mensuravel em um sistema quéantico € completamente descrita por
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um operador hermitiano, denotado como @, que atua no espaco de estados do sistema, repre-

sentado por €. Esse operador hermitiano é o que chamamos de uma "observavel" no contexto
da mecanica quantica. Um operador hermitiano é igual a sua prépria matriz adjunta, ou seja,

O' = @, onde 1 denota a matriz adjunta. Essa propriedade garante que os observéaveis associ-
ados a propriedades fisicas reais tenham valores prdprios reais e que suas medidas estejam
relacionadas a resultados reais e fisicos. Por exemplo, a posicdo e 0 momento de uma particula
em um sistema quéantico sao observaveis, e cada um deles € descrito por um operador hermiti-
ano especifico. Além disso, a energia total de um sistema é uma observével representada por
um operador hermitiano, ou seja,

P - P =Pt operador do momentum linear

L->L=L' operador do momentum angular

E > H =H' operador hamiltoniano ou operador da energia

x > x=%" operador posicio.

Como estes operadores sdo autoadjuntos, € sempre possivel diagoniza-los, ou seja, coloca-lo

sob a forma de uma matriz que s6 tem elementos na diagonal principal diferentes de zero. Os
seus autovalores sdo reais e 0s seus autovetores ou autoestados sdo ortogonais. Além disso, 0s
autoestados destes operadores hermitiano formam uma base do espacgo que descreve o sistema

fisico.

2.3 TERCEIRO POSTULADO

Ao se fazer a medida de um sistema fisico, o Unico resultado possivel é um dos
autovalores do operador hermitiano associado.

Este postulado reflete uma das caracteristicas fundamentais da mecéanica quéntica, que € a na-
tureza probabilistica das medicGes. Diferentemente da fisica classica, onde as medi¢des sao
deterministicas, na mecéanica quantica, a medicdo de uma propriedade fisica resulta em um
valor especifico com uma probabilidade associada. Essa probabilidade é calculada usando a
funcéo de onda do sistema e esta relacionada a amplitude da funcéo de onda no estado corres-
pondente, ou seja, se tivermos um operador hermitiano que descreve uma propriedade fisica
mensuravel com n autovalores, e ao fazermos uma medida experimental desta propriedade, o
nico resultado possivel da medida serd um dos n autovalores do operador. Por exemplo: su-
ponha que desejassemos medir a energia de um sistema. Vamos supor ainda que existe E,,

possiveis energias para este sistema. O operador hamiltoniano H é o operador associado a
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energia. Entdo, ao se medir a energia do sistema, o resultado que sera obtido serd um dos au-
tovalores de 7, ou seja,
H|n) = Epln).

Os autoestados |n) do operador # formam uma base {|1),2), |3), -+, |n)}. Isto significa que
qualquer estado do sistema pode ser escrito como uma combinacéo linear dessa base: |y) =
Ycnln) = c1]1) + ¢2|2) + -+ + cpln).

O operador X que determina a posi¢do de uma particula ou sistema é também um ope-
rador hermitiano. Ao contrario do operador da energia que € discreto, os autovalores do opera-
dor posicao séo continuos. Como este operador é hermitiano, entdo seus autovetores formam
uma base continua {|x)}. Como essa base é continua, entdo um estado qualquer pode ser repre-
sentado como combinacdo linear dessa base. Mas, por ser continua, esse estado é representado

por uma integral ao invés de um somatdrio discreto, ou seja,

) = f c()lx)dx.

Um outro exemplo de uma base continua € a base formada pelos autovetores do operador mo-

mento: p|p) = p|p). Neste caso, um estado pode ser representado nesta base como

) = f () Ip)dp.

Uma generalizacdo que se pode fazer em relacdo as bases continuas € a noc¢ao de ortonormali-
dade. Para uma base discreta ortonormal, nés usamos o delta de Kronecker:

lsei=j

(nlm) = §;; = {O sei #j

Para o caso de uma base continua, usamos o delta de Dirac, ou seja,

() = 8 =x) = {80 sseexx:;

O infinito que aparece no delta de Dirac ndo é problematico, pois geralmente o delta de Dirac

aparece em uma integral
f 6(x—x")dx = 1.

A funcéo delta de Dirac funciona como um filtro de funces, ou seja,
J f(xHS(x —x")dx' = f(x).

O operador identidade 1 é representado na base continua trocando o somatdrio pela integral.

Na base discreta {|1), |2), |3)}, por exemplo, vimos que o operador identidade é dado por
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1= |11+ 12)€2] + [3)3] = me.

Jé& na base continua do espaco das posicoes, o operador identidade é dado por

1= flx)(xl dx.
No caso da base continua gerada pelo operador momento, teriamos
1= [Ip)wlap.

2.4 QUARTO POSTULADO

2.4.1 Caso discreto ndo degenerado

Quando uma grandeza fisica A € medida em um sistema cujo estado |) seja
normalizado, a probabilidade P(a) de se obter o autovalor ndo degenerado "a”
correspondente ao operador A é

P(a) = alp)|?

sendo |a) o autoestado associado ao operador A, ou seja, Ala) = ala).

O quarto postulado da mecéanica quantica oferece uma interpretacdo importante sobre como as
medicOes de propriedades fisicas ocorrem em sistemas quanticos. Primeiramente, ele enfatiza
que as grandezas fisicas em sistemas quanticos sdo representadas por operadores hermitianos,
como mencionado anteriormente. Quando vocé realiza uma medi¢do em um sistema cujo es-
tado é normalizado (ou seja, sua funcao de onda estéa corretamente normalizada de acordo com
a probabilidade total igual a 1), o postulado descreve como calcular a probabilidade de obter
um resultado especifico "a" ao medir a grandeza A representada pelo operador A. A probabili-
dade P(a) de obter o valor "a" é dada por

P(a) = Kalp)l?,
onde:
[) € o estado do sistema antes da medicao.
|a) é o autoestado associado ao operador 4 , o que significa que ao medir a grandeza A, vocé

obtera o resultado "a" com certeza.
(aly) é o produto interno (ou braquete) entre o estado do sistema |i) e 0 autoestado |a).
Essa probabilidade é uma medida da "chance" de obter o resultado "a" na medigdo. Quanto

maior o valor de |{a|i)|?, maior a probabilidade de obter o resultado "a". E importante notar

97



que, em sistemas quénticos, as probabilidades estdo diretamente relacionadas as amplitudes
das funcGes de onda. Portanto, o postulado reflete como as informacdes contidas na funcédo de
onda ) se relacionam com as probabilidades das medicdes.

N&o é obrigatorio normalizar a funcdo de onda, mas é muito mais dificil fazer as contas
com funcGes de onda ndo normalizadas. Suponha que tenhamos um sistema com trés autoesta-
dos |1),]2), |3) do operador hamiltoniano . Como estes autoestados formam uma base, ent&o
qualquer estado pode ser escrito como combinacdo linear destes trés estados:

[¥) = all) + BI2) + vI3).

Se 0 autoestado ) estiver normalizado, entdo devemos ter
a

KYlP)|> =1= (a" B* v") (ﬁ) =a*a+ BB+ y'y=1
Y

Agora, se [) ndo estiver normalizado, entdo devemos normaliza-lo. Para normalizar o estado
|1), primeiro calculamos a norma e depois dividimos a o autoestado pela norma. Matematica-
mente, fazemos |¢) = N|y), onde |¢p) é o autoestado normalizado e N é a constante de nor-
malizacdo que devemos calcular, isto é,
IN*(WINIp)? = INPIIp)? = INI*(a"a + BB+ y'y) =1
1
IN| = =N =
vara+ BB yty Jara+ BB +yy

onde [{¢|Y)| = \Ja*a + B*B + y*y representa a norma. Portanto, o autoestado normalizado

sera obtido como

1
= Ny) = .
0) = V) = e )

De acordo com este postulado, ao aplicamos o # no autoestado |1), as probabilidades de se

obter os autovalores E;, E, e E3 s&o dadas por
P(Ey) = [(1[P)I? = K1l(al1) + BI2) + ¥I3NI? = |al® = aa”.
P(E) = 2117 = [(2](al1) + BI12) + yI3NI? = I81? = BB™.
P(E3) = [BIY)? = [(3](all) + BI12) + yI3NI? = [yI? =yy™.

2.4.2 Caso discreto degenerado

Quando uma grandeza fisica A € medida em um sistema cujo estado |y) seja normalizado,
a probabilidade P(a) de se obter o autovalor degenerado “a” correspondente ao operador
Aé

P(a) = ) Kaylp)P
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\ sendo |a,,) os autoestados degenerados associados ao operador 4, ou seja, 4la,) = ala,). \

Por exemplo, se aplicarmos o hamiltoniano 7 aos autoestados |1),]2) e |3) e obtivermos

HI1) = E|1)
H12) = E12)
H13) = E33)

Vemos que os estados |1) e |2) sdo degenerados, pois possuem a mesma energia E; . J& o estado
|3) € ndo degenerado. De acordo com o postulado, a probabilidade de se obter E; serd dada por
P(Ey) = K1$)? + [(2|P)]? = aa™ + BB,
sendo |yY) = a|1) + B|2) + y|3). Como o estado |3) é ndo degenerado, entdo a probabilidade

de se obter E5 é P(E5) = [(1|y)|? = yy*

2.4.3 Caso continuo ndo degenerado

Quando uma grandeza fisica A € medida em um sistema cujo estado |) seja normalizado,
a probabilidade P(a) de se obter um resultado entre a e a + da é

dP(a) = (alp)|?da
sendo |a) o0 autoestado associado ao operador A, ou seja, Ala) = ala).

No caso continuo, a probabilidade deve ser definida em termos de intervalos. Por analogia com

0 conceito de densidade,
dm
T av
vamos chamar a quantidade |[{a|y)|? de densidade de probabilidade:

_dP(a)
KalP)|* = da

O operador posi¢do X é o operador que da a posicdo da particula em um ponto da reta. Este

p

operador é hermitiano. Logo, seus autovetores sdo ortogonais e formam uma base. Consequen-

temente, podemos escrever o estado [ip) como combinacao linear dos seus autovetores:

) = f (XY 2.1)

Neste caso, usamos a integral e ndo o somatdrio porque a base é continua. De acordo com o

postulado, a probabilidade de encontrar a particula entre x e x + dx €
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2

I = |exl [ el . || ettt T || o - xax

=|c()]? = cC)c™(x)

ou seja, c(x) = P (x) = (x|y). Inserindo c(x) em (2.1), obtemos

) = f Y0 lx)dx

que faz a conexao entre a mecanica quantica ondulatoria e a notacdo de Dirac. Este procedi-

mento vale para qualquer base continua. Por exemplo: no espaco dos momentos, teriamos

) = f Y(@)Ip)dp

onde Y (p) = (p|yY). Usando este postulado, podemos escrever
dP(x) = [ (x)|?dx.

que é exatamente a definicdo que estudamos nos cursos introdutdrios de mecanica quantica.

2.5 QUINTO POSTULADO

Se a medicdo da grandeza associada ao operador A em um sistema |i) resultar em a, 0
estado do sistema logo apo6s a medicdo é a normalizacao da projecdo de |i) no subespaco
dos estados com autovalor a

Vamos supor que

HI1) = E;|1)

H|2) = Eq]2)

H|3) = E5|3).
Vamos supor ainda |) seja normalizado, ou seja,

1
V2
Quando medimos E5, que ndo é degenerado, o estado logo apds a medicdo seréd proporcional
ao |3):

= 1 ! 2 !
) =11 +512)+313)

1
)y o< =|3).
Y’y <5 13)
Ou seja, a gente exclui todos os outros estados e ficamos com o |3), o qual devera ser norma-

lizado. Isto é,

[¥) = 13).

Agora, ao medirmos E;, que é degenerado, o estado logo apds a medigéo sera proporcional a
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) o€ —=[1) + = [2)
l/) ﬁ 2 .

Para normalizar este estado, calcula-se a norma de [y") e dividimos o estado pela norma cal-

culada, isto é,

Lin+im] = (st (mm+im)) - (&) « () -2
V2 27 \v2 2 V2 2 J\W2 2) 2
Aqui, usamos a norma induzida pelo produto interno, ou seja, ||u|| = +/{u, u). Portanto, a pro-

jecdo da funcdo de onda nos estados |1) e |2) é

W) = (10 +512) = =11 + =12
NN A AN Rt

que representa o estado logo apds a medida.

2.6 SEXTO POSTULADO

A evolucao temporal de um estado |y) é governada pela equacéo de Schrodinger
. . d
Hlyp) = lhahﬁ),

onde # é o operador hamiltoniano do sistema.

Observe que usamos derivada ordinaria do lado direita da equacdo de Schrédinger, pois o es-
tado [y) sO depende do tempo. Na prética, sempre que formos fazer a evolucdo temporal do
sistema é sempre bom escrever o estado em termos da base do operador 7, ou seja,

)= caln).

n

Do contréario, as contas ficam muito dificeis. Se o0 a hamiltoniana ' n&o depender do tempo,
entdo os autoestados |n) também ndo depende do tempo (isso é um teorema). Portanto, a evo-

lucdo temporal do estado se da pelos coeficientes:

(B = > cnlt) In)

n

Substituindo |¢(t)) na equacdo de Schrodinger, obtemos

. d
B (@ Iy = ih = cy(0) In)

. d
> @l = ih ) —ca(®) )

n
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d
Z ¢ (£) Ey|n) = ihEEcn(t) In)

n

Z (cn(t)En — ih%cn(t)) In) =0

n
A base {|n)} derivada do hamiltoniano # ¢é ortonormal e, portanto, independente. Logo, a

equacdo acima so serd nula se

cn()E, — lh d cn(t) =0= Lhdicn(t) = E,c,(t)

cuja solugdo é

—iEnt
cn(t) = cptole o

Exemplo: suponhamos que o estado no tempo ¢, seja

) = TI1>+ I2>+ 13).

—iEnt
Para encontrar o estado |y (t)) basta multiplicar pela fase e # , ou seja,

1 —iEgt 1 —iEpt 1 —iEst
t —e h |I)+-e & |2)+-e R |3).
WO = e h D+ze T 2 +ze h 3

2.7 FASES GLOBAIS

Dado e, 6 é o que chamamos de fase. Como vimos nos postulados, o estado de um
sistema é especificado pelo vetor |). Em nenhum momento, fizemos interpretacdo fisica de

|y). A interpretacdo fisica de |y) foi postulada como

P(a) = Kaly)I?,
que significa a probabilidade de se obter 0 autovalor a ao se fazer uma medida. Como |ei9 |2 =
elfe~19 = 1, significa que multiplicar um nimero complexo por e‘® ndo altera 0 médulo do
namero complexo, ou seja, so se faz uma rotacdo do nimero no plano complexo. Portanto,
podemos multiplicar o estado de um sistema quantico por e‘® sem que haja alteragio do estado
quantico:

W) = et®[y)
P(a) = |e®(alp)|” = |e®|*Kalp)|? = 1{alp)|? = [{alp)|2.
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Para que este resultado se mantenha, é necessério que o fator e’ multiplique o estado por
inteiro. Por exemplo: se 0 nosso estado for dado por |y) = a|1) + B|2), e se multiplicarmos
s6 0 estado |1) por e, entdo a fase ndo sera mais global, e o estado |y) = e®a|1) + B]2)
resultante sera diferente. Ou seja, somente a fase global € que n&o altera o estado do sistema.
Agora, seja o estado |(t)) dado por

|lp(t)) — ae—iElt/h|1> + ,Be_iEzt/h|2> — e—iElt/h (dll) + ﬁe_i(Ez_El)t/h|2>).
global

Temos uma fase global neste estado. Dois estados sao equivalentes a menos de uma fase global.
Portanto, o estado [ (t)) = ae~E1t/M|1) + Be~tE2t/R|2) é equivalente ao estado [y’(t)) =
a|1) + e {E2—EVt/h|2) |sto mostra que, similarmente ao da mecanica classica, o importante

ndo é o valor da energia em si, mas a diferenca das energias.

2.8 PRIMEIRA QUANTIZACAO

Para escrevermos a equacao Schrddinger para um sistema fisico, usamos as regras da
primeira quantizacdo. A primeira quantizacdo consiste em substituimos as quantidades fisicas
classicas observaveis pelos respectivos operadores quanticos: E — H; p — p; x — X etc. Se
tivermos quantidade classica dada por um produto, como, por exemplo, A = px, a primeira
quantizacdo diz que devemos substituir essas quantidades classicas pelos respectivos operado-
res. Contudo, os operadores, em geral, ndo comutam. Ou seja, em geral AB # BA. Ento, como
poderiamos escrever a propriedade A = px quando os operadores p e X ndo comutam? Seria
A — px ou A - xp? A primeira quantizacdo diz que, nesse caso, devemos fazer a média de
todas as possibilidades possiveis, ou seja,
pxX + Xp
—

Se fosse, por exemplo, uma quantidade cléssica dada por C = gps, a primeira quantizacdo diz

A-

que o operador quéantico correspondente seria

A

-, DS+ 43P+ pas +psq +5ap +3pq
6
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2.8.1 Colchete de Poisson

Sejam duas fungdes f = f(q;,pi,t) € g = g(q;, pi, t), onde g; e p; representam as posigdes e
0s momentos em coordenadas generalizadas, respectivamente, e t 0 tempo. Definimos, na me-

canica classica, o colchete de Poisson de f e g como sendo

. 9) = Z (%Z,‘f g,f 3:?)

i=1
A derivada de f em relacdo ao tempo pode ser escrita como

. d of dq; Of @ d
f__f (fql+fpl>+_f
dt dq; 0t  dp; at) ' ot

=
Lembre-se que g; e p; sao fungdes do tempo. Usando as relacdes
. 0q; O0H . 0p; oM
ql=g=a—pi e pl=E=_a_qi
obtemos

. of 0H  Of 0K
o (f f f

of
arom o) T o= U0+

i=1
No caso em que f ndo dependa explicitamente de t, teremos
f =13}
Se{f,H} = 0,entdo f = 0. Istto significa que f ndo muda com o tempo, ou seja, f = £(q:, p;)
é uma quantidade conservativa ou constante de movimento. O colchete de Poisson para as co-

ordenadas generalizadas e momentos generalizados pode ser escrito como

n
dq, 0p;  0qx Op; _ _ _(1sek =1
e} = Z 34, 9p:  9p; 3q; —Z5ki5zi—5kz—{osek¢l

=0
A quantidade dq, /dp; = 0, pois as coordenadas sdo independentes. Outra quantidade impor-

tante é

g = [ 2009 % :i(—ﬁ(sm):—ﬂ

i=1

Relagéo similar obtemos para
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2.8.2 Propriedades dos colchetes de Poisson

1. {f, g} = —{g, f} »Assimetria
2. {af +ch,g} = alf,g} + c{f + h, g} (a e c constantes) — Linearidade

3. {fh, g} = flh g} + hif, g}
? _(of dg
vl =G e+
5. {{f. g} h} + {{h g3, f} + {{h, £}, g} = 0 (permutac?o ciclica) ou permutacio de Jacobi

2.8.3 Teorema de Poisson

Sef=0,g=0eh={fg}lentdoh=0.

Vemos, portanto, que colchete de Poisson tem propriedades muito similares as propriedades
dos comutadores. Entdo, a primeira quantizagdo diz que no processo de quantizacdo do sistema,

devemos fazer a seguinte substituicdo:

1
{ }-= [ |
poisson comutador

Exemplos:

A A

4 {xyl={xz}={yz}=0=[RJ]=[x2]=[92]=0
S. {pxr py} = {pxr pz} = {py' pz} =0= [ﬁx' ﬁy] = [ﬁx' ﬁz] = [ﬁy' ﬁz] =0

2.9 VALORES MEDIOS

Seja 0 operador hermitiano A associado a alguma propriedade fisica mensuravel. Por
simplicidade, vamos supor que este operador s6 possui dois autoestados, digamos, |1) e |2).
Como estes estados formam uma base, porque o operador é hermitiano, entdo podemos escre-
ver o estado do sistema como uma combinacéo linear destes dois autoestados, ou seja,

[¥) = al|1) + B|2).
Temos ainda que A|1) = a,|1) e A|2) = a,|2). De acordo com o quarto postulado, a probabi-

lidade de se obter o autovalor a, é P(a;) = aa™ e a probabilidade de se obter o autovalor a,
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é P(a,) = BB, sendo [y) um estado normalizado. Agora, podemos perguntar: qual o valor
médio do operador A? Ou seja, ao se fazer muitas medidas, qual serd o valor médio obtido?
Denotaremos o valor médio de A por (4). Definiremos o valor médio dos resultados das medi-
das de A como

(A) = (pl|4p).
Esta definicdo de valor médio do operador A é coerente com a definicdo estatistica de valor

médio que conhecemos, ou seja,

(A = (p|4lw) = | ilal) + p12)) = {

=aa“a, + B a; = P(a;)a; + P(az)a;

)

Como exemplo, vamos supor que a probabilidade de se obter a, seja 1/2 e a probabilidade de

se obter a, seja 1/2 . Neste caso, o valor médio de A é

Ay = :
A ===

E claro que as probabilidades ndo preciso ser iguais. A probabilidade de se obter o autovalor

a, poderia, por exemplo, ser muito maior que a probabilidade de se obter o valor a,. Neste

caso, o valor médio tenderia a estar mais proximo do valor de a;.

2.10 TEOREMA DE EHRENFEST

O estado [) muda com o tempo. Portanto, o valor médio (A) = (y|A|y) deve mudar com o

tempo também, isto é,

iy = (Sl 1) + (] 92 ) + wldl (1)) 22)

Usando a equacéo de Schrodinger

. d
Hlp) = ih—lp) e (wlﬂf——m -l

em (2.2), obtemos
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~

&y =~ (L) + (| 94 ) + wla| - A1)
S0y = WIAT — Al + (y| S |y)

%(ﬁ) = %wmﬁ“ — 7AW +(y) a [v)

dA>
dt
(2.3)

A Equacéo (2.3) é o teorema de Ehrenfest e nos permite fazer uma conexao com a mecanica

d . 1, _
a@‘l):E([A%]H

classica. Como exemplo ilustrativo, vamos aplicar o teorema de Ehrenfest no oscilador harmo-
nico quantico. Para o oscilador harmonico, a hamiltoniana, usando a primeira quantizacao,

pode ser escrita como

- 152
H 2m 2 k
Usando o teorema de Ehrenfest para obter a evolucéo temporal do valor médio do operador p,,
temos
d 1 . dpy
—(p,) =—={|p,, H o
77 () = ([P H]) +{— 24

=0
O ultimo termo do lado direito de (2.4) é nulo, porque o operador p, nao depende explicita-

mente do tempo. Quem depende do tempo € o estado |y). Logo,

d 1. p2 1 _, 1([. p? 1, 1 ko .o,
a@x)ﬁ([m%*z’“ = || o)+ P ) = 2 02

=0

= %(f[ﬁx,ﬂ + [P, X]X) = %(—ihf — ihX) = —k(X).
Ou seja,
d .
77 Px) = —k(%) (2.5)
Observe que na mecanica classica, temos
dpx
e F = —kx

O que o teorema de Ehrenfest esta nos dizendo é que, em algumas situacdes, as grandezas
fisicas classica sdo obtidas tomando o valor médio dos operadores quanticos correspondentes,
ou seja, (Py) = Py, (X) = x etc. Apesar da mecanica quéantica ser probabilistica, os valores

médios dos operadores comportam-se exatamente como as quantidades classicas.

107



2.11 FORMALISMO NOS ESPACOS DAS POSICOES E MO-
MENTOS

O que queremos fazer aqui é estabelecer uma correspondéncia entre o estado |y) com
a funcao de onda ¥ (x), geralmente estudada nos cursos introdutorios de mecanica quantica. O
operador posicdo X é hermitiano e os seus autoestados formam uma base continua: X|x) =
x|x). Portanto, um estado |y) pode ser expresso como combinacéo linear dos seus autoestados,

ou seja,
W) = [eOla,

onde Y (x") representa os coeficientes dessa combinacéo linear continua. Multiplicando a es-

querda pelo autoestado (x|, obtemos

) = (x| [ eI = [pexaledax = [9Gse-)dx =w@) @)

Portanto, a correspondéncia entre a funcéo de onda e a quéntica matricial é ¥ (x) = (x|y), ou
seja, Y(x) representa a projecdo do estado |y) na coordenada x. J& vimos que quando o ope-
rador X atua no estado |x), obtemos o autovalor x, ou seja, X|x) = x|x). Agora, 0 que queremos
saber é quando o operador x atuar na funcéo de onda 1 (x), qual seré o resultado? O resultado

obtido sera

2P0 = (xI2lp) = (xl% j Y x)dx' = j PO IR ' = j YO (¥ %Y dx

= jlp(x’)(xlx’lx’)dx’ = jx’t,l}(x’)(xlx’)dx’ = Jx’t[z(x’)c?(x—x’)dx’
= x(x).

Ou seja,

X (x) = xp(x).
Determinar o efeito do operador posicao X na funcdo de onda y (x) foi relativamente facil, pois
lidamos com o operador posic¢do atuando na funcao de onda que é funcdo da posicdo. No caso
do operador momento atuando na funcdo de onda escrita em termos da posi¢do é um pouco
mais trabalhoso. Para que o processo fique mais didatico, vamos trabalhar em uma dimensao.
Antes de determinarmos o efeito do operador p, na funcdo de onda ¥ (x), precisamos do re-

sultado do produto interno (p,|x). Desenvolvendo este produto interno, temos
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o s N 1 _l(pxh px)xd
(pxlpx) - (px - px) - Ef e X (2.7)

Em (2.7), estamos escrevendo, do lado direito, a fungéo delta de Dirac em termos da integral

de Fourier unidimensional. Usando o operador identidade

1= flx) (x|dx

do lado esquerdo de (2.7), obtemos
, , , 1 _l(px px)x
(pellpi) = (pel [10 (eldxlpid = [ (ul) Glpdds = o [ 7 da

2T
—prx lpxx
j dx

—tpxx lpxx
f(pxlx (xlplyd f—e dx

Comparando os integrandos, vemos que

Ou seja,

1 —ipxx 1 ipxx

(pxlx)=\/7—ne R e (x|px) = Norh R (2.8)

Observe em (2.8), que (p,|x) é o complexo conjugado de (x|p,.). Como vimos, os autoestados

do operador p,, formam uma base continua. Logo, podemos escrever

) = j Y@ Ip)dp.

O que queremos saber ¢ o efeito do operado p, na funcdo de onda ¥ (x). Usando o resultado
(2.8), podemos escrever

o0 = i) = @il [ @) I)dn) = [ W) lpelp)dp

(2.9)
= [ @) xlpelpdp = [ @Ip.telp)ap
Usando (2.8) em (2.9), obtemos
. 1 ipTxxd h o ipgxd
pxw(x)—wa(p)pxe p= \/— Y(p)z5 et dp
(2.10)

=15 (= [ voreap)

lax

Observe que
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1 ipax
lp(px) = (Px|1/)> € (xlpx> = Ee h
Usando estes resultados em (2.10), obtemos
() =2 f W=t dpe) = T ( [ o v)dps)
= 2o ([ e v ) >—ha<|n| )
_Laxx PyI\Px|“Px l'b_iaxx v (2.11)
=1
< [¥) = ——w(x)
ou seja,
bx Y(x) = ——w(x) (2.12)
Portanto, o operador momento 7, no espaco das posicoes é
5 ., 0
Px = _lha
De (2.10), vemos que a funcdo de onda no espaco das posicdes pode ser escrita como
prx
() —\/—fl/)(P Je (2.13)

que € a integral de Fourier. A funcéo de onda no espaco dos momentos pode ser obtida fazendo
a transformada inversa de (2.13):

1 —iDxXx
W(py) = Nor J P(x)e h dx (2.14)

Podemos obter a equacdo de Schroédinger no espaco das posicdes a partir da equacao de

Schrédinger dada no postulado 6:

~ - d
Hlyp) = lh% ) (2.15)

Em (2.15), usamos a notacdo d/dt do lado direito, pois o estado |y) s6 depende do tempo.

Multiplicando (2.15) a esquerda por (x|, obtemos

_ d
(x|HP) = (xliha 1Y), (2.16)

substituindo o f[, obtemos
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~2
—~ L d
(el 2 1) + (AT O = i)

pZ X _ 0
2P0 + V)P 0) = thp(x, )

hZ 62 . . 0
o ) + P 6 = i (0

(2.17)
Observe que o estado |y) s6 depende do tempo, por isso podemos fazer

L d L d
(x|lha|¢> = lha(ﬂlp)-
Mas, a quantidade (x|y) depende tanto do tempo quanto da posi¢éo, ou seja, (x|) = P(x, t).
Dai a derivada parcial do lado direito de (2.17). Em (2.17), usamos também a relacdo

Pr Y (x) = p{xp) = (xIpZ ).
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3 DINAMICA MOLECULAR

3.1 INTRODUCAO A DINAMICA MOLECULAR

A evolucdo temporal de sistemas atdmicos e moleculares pode ser descrita usando a
Equacdo de Schrodinger dependente do tempo. Esta equacdo, na sua versdo nao relativistica,

pode ser escrita como
. ad
HW(r,R,t) = ih=—¥(r,R,1), (3.1)

onde t representa o tempo; r e R representam 0s conjuntos das coordenadas eletronicas e nu-
cleares, respectivamente; W(r, R, t) representa a funcio de onda do sistema e # representa o
operador hamiltoniano dado por

H = Te + Tn + f/\;,e + IZz,n + I7n,n + Hso: (3.2)
onde T, e T,, referem-se aos operadores das energias cinéticas eletrénicas e nucleares, respec-
tivamente. V, ., V.., e ¥}, , representam os operadores das energias potenciais de interagao elé-

tron-elétron, elétron-nticleo e ndcleo-ntcleo, respectivamente. O operador H,, representa a
energia de acoplamento spin-érbita do elétron, o qual ndo sera considerado aqui.

Usando a primeira quantizacao, podemos escrever a Equacao de Schrodinger indepen-
dente do tempo para um sistema molecular de n elétrons e M nicleos do seguinte modo: pri-
meiro escrevemos a equacdao classica da energia. Depois substituimos as quantidades classicas
pelos respectivos operadores quanticos, ou seja,

p — —ihV

2, _p2y2
P (3.3)

E ih g
- n—
ot
onde p representa 0 momento da particulae A = h/2m, onde h € a constante de Planck. Como
exemplo de aplicacdo dessas regras, seja um sistema formado por n elétrons e M nucleos. De

acordo com Hamilton, a equacéo classica da energia desse sistema é dada por
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ZZWO a

M M (3.4)
1 Z Z/;ez
+ Z z 4mey R, — R
a=1f>a 0 | N ﬁ'

Os dois primeiros termos do lado direito referem-se as energias cinéticas dos elétrons e nlcleos,
respectivamente. Os trés ultimos termos do lado direito referem-se as energias potenciais de
interacdo elétron-elétron, elétron-nucleo e ndcleo-nacleo, respectivamente. Aqui, estamos
usando o alfabeto grego para indexar os nucleos. Z, e Zz representam os nimeros atomicos
dos nucleos a e B, respectivamente. Agora, usando as relagdes (3.3) em (3.4), ou seja, substi-

tuindo as quantidades classicas pelos respectivos operadores quanticos, obtemos

d
S L
! at Zme 2M, + 4me, |r —rl

i j>i
L 1 Z,e? 1 ZgZge?
_22471'8 |R —r-|+ZZ4ne R, —R . (3.5)
i a 01%a t a=1p>a Ol a 3|
Multiplicando (3.5) em ambos os lados pela funcdo de onda do sistema, obtemos
ih g Y(r,R,t)
l at rl )
M
2
Z o)y
Zme — & 4, |7'L - r]|
Se 1 Zge? s 1 ZyZge?
a a%p
_ Z 2 + z Z W(r,Rt).  (36)
£ Amey |R, — 1) =N Ameo |R, — Ry

A Equacdo (3.6) é a equacdo que descreve a evolucdo temporal de um sistema formado por n
elétrons e M nucleos. Se pudéssemos resolver essa equacao, teriamos uma dindmica molecular
quantica ndo relativistica. Observe que os operadores das energias potenciais em (3.6) ndo de-
pendem explicitamente do tempo. Isto significa que podemos separar as variaveis espaciais da
variavel temporal, ou seja, podemos escrever a funcdo de onda do sistema como
WO RE) = ) qthy(r, R)e B, o)
n=0
onde E,, corresponde a energia do estado ,,, 0s quais sdo obtidos resolvendo a Equacdo de

Schrodinger independente do tempo:
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n

M M
2m, — 2M, ¢ — L 4TrE |ri - rjl - 4meg Ry — 1
a=1 T j>i i «a

i=1

+i§ L 2By (1 R) = Buha(r )
(1, R) = Eyih, (1, R). (3.8)
a=1p>a 4meo |R“ B Rﬁl

A Equacéo (3.8) € uma equacdo de autovalor que é bem mais facil de ser resolvida do que a
Equac&o (3.6). Se 0 hamiltoniano A pudesse ser escrito como uma soma do hamiltoniano ele-
trénico e nuclear (' = H,jetronico + Hnuctear), €NA0 poderiamos escrever a fungéo de onda
do sistema como um produto da funcéo de onda eletronica e nuclear, isto é,

Yu(r, R) = ¢p(r) xn(R) (3.9)
Esta seria uma simplificacdo enorme, pois poderiamos resolver, separadamente, a parte eletro-

nica e a parte nuclear. Infelizmente, o termo de interagdo elétron-nucleo

n M

zz 1 Zye?
- 4meg [Ry — 1
l a

ndo nos permite escrever o operador hamiltoniano como uma soma de dois operadores: um que

dependa somente das coordenadas eletronicas e outro que dependa somente das coordenadas
nucleares, ou seja,

H = ﬁeletrﬁnico + ﬁnuclear-

Como consequéncia, ndo podemos escrever a funcdo de onda espacial como um produto
@(r)x(R). Precisamos, portanto, fazer aproximac@es para encontrar as solugdes da equacéao
de Schrodinger para sistemas de muitas particulas. A primeira e mais importante destas apro-
ximacdes é o desacoplamento dos movimentos nucleares e eletrdnicos que serd descrito nas

préximas seccoes.

Exercicios

1. Escreva a Equagdo de Schrodinger dependente do tempo e ndo relativis-
tica para o dtomo de hidrogénio.

2. Escreva a Equagdo de Schrodinger independente do tempo para a molé-
cula de benzeno.

3.2 DINAMICA MOLECULAR DIABATICA

Considere, novamente, a Equacéo de Schrddinger dependente do tempo e néo relativis-

tica:
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_ 0
HY@ R 1) = ih¥(r,R, 1), (3.10)

Com o hamiltoniano # dado por

n

- Z ZM +ZZ4n50|r —rjl

i=1 i j>i

ii Y e
~ 4reg IR 4me, |Ra - R/gl

(3.11)

Em 1951, Born e Huang sugeriram um ansatz para desacoplar os movimentos eletronicos e
nucleares. O ansatz proposto por Born e Huang consiste em supor que a funcdo de onda de-

pendente do tempo possa ser escrita como

YR O = ) o RDLRD = ) oex(R 0. (312)
k k

As funcdes ¢, (r, {R}) representam as funcdes de onda eletrénicas que dependem das coorde-
nadas eletrbnicas r e parametricamente das coordenadas nucleares {R}. Por uma questdo de
clareza, vamos denotar ¢, (r, {R}) simplesmente por ¢, (7). Mas, € muito importante termos
em mente que existe uma dependéncia paramétrica de ¢, em relacéo as coordenadas nucleares.
As funcoes y, (R, t) representam as funcbes de onda nucleares que dependem das coordenadas
nucleares e do tempo. As funcbes y,(R,t) podem ser vistas como sendo os coeficientes da
expansdo da funcdo de onda total W(r, R,t) em termos das funcdes de onda eletrbnicas, as
quais sdo solucbes da equacdo de Schrodinger eletrénica independente do tempo. Esta expan-
sdo € possivel porque as solucBes da equacdo de Schrodinger eletrénica independente do tempo
sdo linearmente independentes e ortogonais. Portanto, o conjunto {¢;} formam uma base no
espaco de Hilbert e, consequentemente, qualquer outra funcdo do espaco de Hilbert pode ser
expandida como combinacao linear das funcdes de base.

Substituindo (3.12) em (3.10) e multiplicando a esquerda pelo complexo conjugado

¢y (r) e integrando em relagdo as coordenadas eletronicas, obtemos

< 9~
H Z O M)y (R, ) = ihaz o @M xr (R, 1)
k' k'

N AN
[T+ Rl . 0O RO = ih = 90 (0 (R 1)
kl kl
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+

<<pk(r) |70 Z P xR, O)) + {0 (1) | Z @r (Mxe (R, 1)
k' Kk’

0
= ihgg (@ D)lgw () 210 R, D)

5kk’

+ (‘Pk(r) |~7'Tel |<Pk (7")>Xk (R, t)

Eg

(@ 1] o
< (3.13)
an (R; t) .

+ Z <(pk(r)|ﬁel|(pk’(r)>Xk’(R, t) =ih 5%

k+k' =0

No desenvolvimento acima, a integral (¢ (r)|H.;|@x (1)) representa a energia eletronica da
Equacdo de Schrodinger independente do tempo do sistema para o estado ¢ (r,{R}), a qual
chamaremos de E; (R), ou seja,

Ex(R) = (@i (1)|Heor| @i (1)
A notacdo E; (R) enfatiza o fato de que a energia E) (R) depende parametricamente das posi-
cOes nucleares R. Além disso, se as funcdes eletrénicas forem reais, entdo o0s termos

> (0| Rl 0 )0 R D)
k+k’

serdo nulos, pois estes termos representam a entrada de um determinante que contém somente
os termos fora da diagonal principal. De fato,

D (0N Falow O RO = D (oe@IE o e R0

kzk' kzk'

= Z Eyr {@i(M) @ (1) xi' (R, t) = 0.
k+k' =0

Aqui, usamos o fato de que

(@ ®lpe @) = {1k =K

ou seja, as fungdes ¢, sdo ortogonais. Usando este resultado, a Equacéo (3.12) pode ser escrita

como
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ox, (R, t)
+ Ek)(k(R, t) = lhka—t

<<pk(r) |T,.| Z P (Mx (R, 1) (3.14)
k,

Agora, vamos expandir o primeiro termo de (3.14). Por uma questdo de simplicidade, nesta

expansao, vamos fazer ¢, (r,{R}) = ¢, € xx (R, t) = x;. Lembre-se que o operador da energia
cinética nuclear é dado por

Logo,

<<pk(r) || Z @i My (R, 1)
kl

hZ
= _EZM (‘PkWikPk’Xk’)
a

(Zk,

hZ
== ) o > (Pl (Ve + P (Tati)
a Y

hz
= —Z oM z(((pkaglgok’)Xk' + Vo' Vaxi + Va@r' VaXi
a a k'

+ @ VX))

hz
- z 2M z(«pkl(vg‘(pk')xk' + 2Vo 0 Vo Xy + P Vaxir))
a a k!

hz
= —Z oM Z((‘pklvilgpkl)xkl + 2(90k|va’|§0k’)va)(k’
a @ k!

+ (Picl 0 )Vax ).
A integracdo € sobre as coordenadas eletronicas e as funcdes ¢, (r, {R}) sdo ortonormais, ou
seja,

Consequentemente, devemos ter
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<<ok<r) Tl ) o @ RO
kl

-y {2[<¢k(r)|vg|¢k, @)y R D
4

a

+ 20, (M|Valoy M)ox, (R, O] + Vix, (R, t)}- (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.14), devemos ter

2

{Z Kok MIVEI9r M) xi (R, ) + 2@ (N1Vel @ M)V (R, )]

hZ
2M, |4

an (R' t) .
dat

2

z h VZ+E
ZMa a k

a

Xk(R; t)

hZ
B Z M {Z(Wk(r)lvékpkf(r));(k,(R, t)

kl

an(R, t) .
dat

+ 2(0 (M |Vel@r (M)Vaxi (R, t))} = ih

hZ
z a
a

hZ
-> {z«m(rnvakokf(r» + 20 Vel M {110 (RO
a K’

2M,
ox.(R,t
—ih Xk( ).
at
Definindo
hZ
Ao = = ) o (e IT0 (1) + 20 Vel 9y (1)V,] (3.16)
a
a
VEmos que
h2 . Oxk(R,t)
[—ZZM Ve + Ex xk(R,t)+ZAkk'xkf(R,t) = ih kat ' (3.17)
> a K
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O operador A, € 0 operador diabatico acoplado exato. E importante temos em mente que as
integrais que aparece em (3.16) séo sobre as coordenadas eletronicas. Considere novamente o
operador A, . Este operador pode ser reescrito como

1

hZ
A = = Z i PeIVElo () + Z 7 0] = iVl () (~iRT,).

Observa-se que o primeiro termo deste operador representa os elementos da matriz do operador
da energia cinética nuclear. O segundo termo do operador depende do momento dos nucleos

atraves de —iaV,(momento nuclear).

3.3 TEOREMA ADIABATICO

Antes de continuarmos, vamos falar um pouco do teorema adiabatico. Um processo
adiabatico é definido como sendo um processo que ocorre sem que haja mudanca do estado
quantico. Se o sistema comeca em um estado no inicio do processo ele ira terminar no mesmo
estado quantico, ou seja, ndo ha mudanca de estado durante a transformacgio do sistema. E
necessario que a mudanca ocorra de modo bastante gradual. Na verdade, um processo adiaba-
tico requer um tempo infinito para que ocorra. Obviamente, a densidade de probabilidade ini-
cial sera diferente da densidade de probabilidade final, isto €,

W,(r, R, D)|? # | ¥ (r, R, D",
onde W;(r, R, t) e W(r, R, t) representam o estado quantico inicial e o estado quantico final,
respectivamente. Ja o processo diabatico € definido como sendo aquele que ocorre rapida-
mente de tal modo que o estado quantico final € uma combinacéo linear de varios estados.
Neste caso, a densidade de probabilidade final é aproximadamente igual a densidade de proba-
bilidade inicial, ou seja,

W,(r, R; £)|2 = |W,(r, R; 0)|”.

Em 1928, Max Born e Vladimir Fock demonstraram o chamado teorema adiabatico.
Este teorema afirma que um sistema fisico se mantém em seu estado quantico durante uma
transformacao se a perturbacéo aplicada ao sistema for suficientemente lenta e se existir um
gap entre o seu autovalor e o resto do espectro do respectivo hamiltoniano. A condicdo do gap

€ necessaria para garantir que o espectro do seu hamiltoniano seja discreto e ndo degenerado.

119



Neste caso, podemos ordenar os autoestados e correlacionar o autoestado inicial com o final
sem margem a davida.

Na prova deste teorema, primeiro observamos que se o operador da energia potencial
¥ for independente do tempo, entdo o hamiltoniano também sera independente do tempo, ou

seja,

h: o . 0
[—%V + V(r) LP(T, t) = lhaqj(r, t). (318)

Como visto anteriormente, podemos separar as variaveis espaciais e temporais usando o me-
todo da separacdo de variaveis para solucéo de equacdes diferenciais parciais. A solucao geral
de (3.18) sera dada por

W0 = ) capn(@)e En,

n

Para um estado particular, digamos o enésimo estado, temos
Wo(r,t) = @p(r)eEnt/n,

Isto significa que se o sistema comeca no autoestado enésimo, ele continuara no autoestado
enésimo, isto &, o estado final é um estado puro.

Em um processo adiabético, o hamiltoniano é dependente do tempo. Neste caso, 0s
autovalores e os autoestados também dependem do tempo, ou seja,

H (O () = En ()1, (0. (3.19)
Sem perda de generalidade, vamos impor a condi¢cdo de que para cada instante t as funcées y,,
sejam ortonormais, isto é,
WYn (O [Pm () = Sma-

A dependéncia espacial de y,, € assumida implicitamente, pois nosso interesse maior € com a
dependéncia temporal. Portanto, vamos denotar v,, (1, t) simplesmente por y,, (t). Agora, con-

sidere a equacao

. oY,
H(OYPp(t) = ih d’at(t)- (3.20)
Usando (3.19), podemos reescrevé-la como
0Pn
20— g 0,0, (3.21)

Esta equacéo pode ser resolvida para um estado n particular usando o método da separacao de
variaveis, ou seja,

1 ()
@ o - al®
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vn® 1 oy () o
dtzf ——E (t)dt
fwn(O) Y, (t) 0ot o N n(t)

lpn(t) = l/)n(O)exp [_%f En(t,)dt,]- (3.22)
0

Usando o principio da superposicdo de estados, a solucdo geral da Equacdo de Schrédinger

dependente do tempo pode ser expressa como

W) = ) en(Opn(De, 629)
n
onde
1 t
0n(®) =~ | En(ear (3.24)
A fase 6,,(t) é chamado de fator de fase dinamico. Um estado particular ¥,,(t) de (3.23) é
dado por
Y (8) = (D) (D)o, (3.25)
Substituindo (3.23) em (3.20), obtemos
ihZ(c’nlpn + Cutfy + iCuhn0,) e = z c, H,etfn, (3.26)
n n

Usando (3.19) e (3.24) em (3.26), vemos que o terceiro termo do lado esquerdo de (3.26) se

cancela com o termo do lado direito, ou seja,

Z (Lhcnlpn + ihc, Y, + ik - ic Y, ( n( )>> iOn — Z c E (), etfn

n n

Z <ihc’n1/)n + ihc ), + i2he,, <— EnT(t)>> elfn = z cnE (), etfn

n n

ihz Eyein + ihz Cothein + Z Cty By (D) eifn = Z e E (D), e
n n n

n
Z énwneien == Z Cn’nbneien

n n

Agora, multiplicando essa equacdo a esquerda por (i, | e usando o fato de que estamos traba-

Ihando com autofungGes ortonormais, obtemos

én(t) = — Z Cr(Wm |1 )& En~Om), (3.27)

n

A Equagéo (3.27) pode ser reescrita como
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Em(®) = —Con (W thm) — z Cr{Whm] )& On=Om). (3.28)

n+m

Diferenciando (3.19) em relagéo ao tempo
H O hn () + HO)pn (1) = En(OPn(8) + En(O)Pn (1)
e multiplicando a esquerda por (i, |, na condi¢do de que m # n, obtemos
(U OF O [ (O) + (o (OO [0 ()
= (U O[EOn(©) + (Y (O Ea(O)|th (6))
(Ym O|H O[Yn(®) + En(om O[Pn(0)) = En () (O [¥(8)) + En () (¥ (D) [0 (1))

(WYm|H[¥n)

(Y [ton) = “E —E, (3.29)

onde usamos

(P (OO (®) = (Un®) | D[P (®) = Ein(thn(®) [ () = En(hm (®) [ (£))
Substituindo (3.29) em (3.28), obtemos

, ; Y| H[Yn) o _
Cm(t) = _me)mld’m) - Z Cn%el(en om), (3.30)

n#m

Esta é uma expressdo exata para a variacao dos coeficientes c,, com o tempo. Na aproximacao
adiabatica, a qual diz que a derivada temporal do hamiltoniano, isto é, 7, é extremamente
pequena para um tempo bastante grande. Desse modo, o Gltimo termo de (3.30) pode ser des-

prezado o que nos fornece,

ém(t) = _Cm(d)ml'j)m)-

Resolvendo esta Equacédo, obtemos

Cm(t) = cm(0)exp [— f (wm(t’)lz/)m(t’))dt’l = Cp(0)erm®), (3.31)
0

onde definimos

Ym() =i f t<¢m(t')|¢m(t'))dt’.
0

¥m () é chamada de fase geométrica, a qual é um ndmero real, pois (Y, (t)[m (t")) € um
nimero imaginario puro. Para ver isso, basta diferenciar a condicdo de normalizagéo
(Um (O (D)) = 1, ou seja,

(Ym (O|Ym () + (PO () = 0

(WO (©) =~ O (D).
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Se um namero complexo z € igual a menos o seu complexo conjugado, entdo z s6 tem a parte
imaginaria, isto é, z € um numero imaginario puro. Substituindo (3.31) em (3.25), obtemos
W, (0) = P (D)efn®ern(® =y, (1) onB+ra(D], (3.32)
Concluimos de (3.32) que se a variagdo do hamiltoniano com o tempo for muito pequena, ou
seja, se 0 processo for adiabatico, entdo uma particula iniciando-se em um autoestado ira se
manter neste autoestado, como no caso dos processos independente do tempo visto anterior-

mente, amenos de um fator de fase acoplado que néo interfere nas propriedades do sistema.

3.4 DINAMICA MOLECULAR ADIABATICA

Considere novamente a Equacéo (3.17), ou seja,

hZ
[_ Z 2M,
a

dxk(R;t)

VZ+E
a k at

2R D) + Z Aer 2o (R; ) = iR
kl

2

h? h
A = = ) o a5 RV 5 R) = D 3 (01T BVl (5 RV
a a
a a

Na aproximac&o adiabatica, consideraremos apenas os elementos da diagonal principal da ma-
triz ).,r Agx’, OU Seja, todos os termos em que k # k' serdo considerados nulos. A justificativa
para essa aproximacao baseia-se no fato de que os elétrons sdo muito mais rapidos do que 0s
nucleos e sdo, portanto, capazes de seguir 0 movimento nuclear instantaneamente. Isto é, 0s
elétrons enxergam 0s movimentos dos nicleos como se 0s ncleos movessem em camara lenta.
Desse modo, quando os ndcleos se movimentam os elétrons ajustam-se a nova configuracdo
nuclear sem mudar de estado quantico e o estado final é idéntico ao estado inicial, ou seja, 0
estado final ndo é uma mistura de estados quéanticos. Por exemplo, se o estado inicial for o
estado fundamental, entdo o estado final também sera o estado fundamental da nova configu-
racdo, embora as densidades de probabilidades sejam diferentes. Esta aproximacao esta garan-
tida pelo teorema adiabatico discutido anteriormente. Neste caso, desprezamos todos os ele-
mentos fora da diagonal principal do operador Y, A, € ficamos somente com os elementos

da diagonal principal, ou seja,
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- 2M,, al(Pk(r; R))
“ (3.33)

hZ
- Z M—((pk(r; R)|Veloi(r; R))V,,.

O termo Ay, representa a correcdo adiabatica a energia Ej, da equacdo Schrodinger
Heilp(r; R)) = Ex(R)| @ (r; R)).
Além disso, se as funcdes ¢, (r; R) forem reais e ortogonais, entdo devemos ter
(0r(r; R) Vo l@i (r; R)) = 0. (3.34)
De fato, como as funcGes ¢ (r; R) sdo reais, entdo
(@ (1 R) |V (r; R)) = (Vo (15 R) | (5 R)).

Como as fungbes ¢, (r; R) sdo ortogonais, entdo (¢ (r; R)|¢x(r; R)) = 1. Derivando ambos
os lados dessa Equacao, obtemos

Vo @ (r; Rk (r;R)) = 0

(Va@i(r; B9k (1; R)) + (@i (r; R)|Vo i (1 R)) = 0

2{pi(r; R)|Vopi (r; R)) = 0

(@i (r; B[V |y (r; R)) = 0.
Com esse resultado, o segundo termo de (3.33) é nulo e o operador Ay pode ser escrito como

hZ
a
A Equacdo de Schrodinger é entdo simplificada para
% . 0xk(R; t)
[— > Ve BB+ A | (R 0 = ih =02 (3.35)
a

A Equacdo (3.35) é a famosa Equacao de Schrodinger na aproximacao adiabatica para a mo-
vimentacdo nuclear. A notacdo E), (R) torna explicita a dependéncia paramétrica da energia
eletronica com as posigdes nucleares, a qual pode ser escrita explicitamente como

Ex(R) = (@i (r; R)|H1|pi (r; R)),
onde #,, é dado por

R = T . D ] 2 T
el Zme 47T€0 |r —r,| Ame, IR, —7‘1|

J

T 2] LE A
" e, AL _Rﬁl
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Este procedimento leva a um completo desacoplamento das equacGes diferenciais, isto €, a
equacdo eletrénica s6 depende parametricamente das posi¢des nucleares R e 0s nlcleos movi-
mentam-se, sem mudar seu estado quantico, em um potencial gerado pelos elétrons sem que o

subsistema eletronico mude de estado quantico. Neste caso, a funcdo de onda (3.12), ou seja,

¥Y(r,R;t) = Z o (T R)xr(R; 1),
k

se reduz a um Unico termo:
Wi (1, R; t) = @ (1 R) xi (R; t).

3.5 DM DE BORN-OPPENHEIMER QUANTICA

Uma simplificacdo adicional consiste em desprezar também os termos da diagonal prin-
cipal Ay, da Equacdo (3.35), ou seja,

hZ an(RI t)

— E 2 bidi it

[ ZMa va + Ek(R) )
a

5% (3.36)

com

E(R) = (@i (1, R)|Hey| 0 (r, R))
ou

He0k (1, R) = E(R) @y (1, R).

Neste caso, temos a famosa Dinamica Molecular de Born-Oppenheimer Quantica como um
caso particular da dindmica molecular adiabatica. Em muitas situacgdes fisicas, a aproximacao
de Born-Oppenheirmer quéantica pode ser aplicada com seguranca. No entanto, em algumas
situacBes, como por exemplo, a transferéncia de cargas e reacGes de fotoisomerizacao, a sepa-

racdo dos movimentos eletronicos e nucleares ndo é possivel.

3.6 DM DE BORN-OPPENHEIMER SEMIQUANTICA

As aproximac0es adiabaticas e de Born-Oppenheimer nos permite separar 0s movimen-

tos nucleares dos eletrénicos, ou seja, 0s elétrons seguem os nucleos sem mudar de estado
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guantico enquanto os ndcleos se movimentam em um campo médio gerado pelos elétrons. Esta
é uma simplificacdo notavel, mas os calculos de dindmica molecular, considerando os recursos
computacionais de que dispomos, ainda é intratavel. A proxima aproximacao que faremos é
tratar os ndcleos como particulas classicas. Neste caso, podemos usar a mecanica classica para
descrever os movimentos nucleares.

Podemos obter a dindmica molecular de Born-Oppenheimer semiquantica ou semiclas-
sica a partir da dindmica molecular de Born-Oppenheimer quantica aproximando a funcéo de
onda nuclear y, (R;t) para o estado k usando o0 ansatz

xk(R; t) = Ay (R; t)e Sk RO/, (3.37)
onde A, (R;t) representa a amplitude da funcdo de onda nuclear, a qual é considerada ser real
e A, (R; t) > 0 nesta representacdo polar. S (R;t) representa a fase da funcdo de onda. Subs-

tituindo o ansatz (3.37) em (3.36), obtemos

h? . 9A, (R;t)eiSk®O/M
[— D 3 + ECR) | A (R )50/ = i =T
a
2 . . aA eisk/h
(Akelsk/h) + EApetSk/h = ifl—kat

CLi2M, “
a

h? . iS . .
= Ve | (Taide S+ 4T (SE) €5 + Byt
a

a

k eisk/h

iSp/h _
kot

94,
l ot e

. i i
2A,)elSk/h 4V, A, V,S, (E) elSk/M 4 v ALV, Sy (E) eiSk/h

- La2M,
24

2
+Ak< )(VZS )elsk/h+Ak< ) (VSi)%e lSk/hl+E Ay e iSKRO /R

ih%eisk(&t)/h — Ay — 05k elSk/h
t

Jt

{_Za:z?vz[

i
[VzAk + Vo AV Sk (h) + Vo AV Sk <h>+Ak< )(V(szk)

i oA 05 .
+Ak< ) (Ve Si) l"‘EA} S/t = [Lh—k— K atk elSk/h
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h? J J I
—Z S [VzAk +V ALV, (h> VALV, (h) +Ak< )(vgsk)
@ (3.38)
Ak 2 . aAk ask
—ﬁ(VaSk) ] + EkAk = lh?_‘qkﬁ'
Para ndo sobrecarregar a notacdo das equacdes, omitimos as variaveis independentes R e t.
Dois nimeros complexos sdo iguais se a parte real e imaginaria de um for igual a parte real e

imaginaria do outro, respectivamente. Igualando as partes reais de (3.38), obtemos

n A +z n A"(VS)2+EA = —A 95k
i 2M, attk 2M, k2 > K Kk kot

as
A, "+ZZM A (VoS)? + EpAy, = 2 EZM 24,

Dividindo ambos os lados dessa equagao por Ay, temos

S, 1 1 V24,
V.S.)2 + E, = h? Sy

t +Zz1v1a( aSi)” + Er M, A, (3.39)

a a

Igualando as partes imaginérias de (3.38), obtemos
E 1(VA)(VS) E 1(VA)(VS) E !
2M, - Tk etk 2M, - Tk etk 2M,,

a a

1 1 94
- Z Ve AVaSk = Z 2M, A(VaSi) = 5

a

A,
94k +ZM (VoA ) (VS +Z oo A(VES) = 0. (3.40)

Multiplicando (3.40) por 24, temos

QA 1 1 ,
2005+ D i 2T )(TaS) + ) i 20(VES) = 0
a a
ZaMLVa(AiVaSk)
aAZ ,
ZM Va(4icVaSi) = 0. (3.41)
A Equagéo (3.41) pode ser resolvida usando a equagdo da continuidade
dp
—+V-J=0,
actVI=

onde o primeiro termo representa a variagao temporal de certa quantidade, como por exemplo,

a variacdo da densidade p com o tempo, e J representa a densidade de corrente, como por
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exemplo, J = pv, onde p representa a densidade e v a velocidade. Vamos fazer uma analise

mass

dimensional da quantidade pv. Suponha que p = —

_ M)k M)
[L]® [T] [LI?[T]
Portanto, a quantidade p - v representa a quantidade de matéria que atravessa uma sec¢ao reta
de uma unidade de area por unidade de tempo.
A equacdo da continuidade é uma expressao da lei de conservacéo. Esta lei é muito importante

na teoria eletromagnética, hidrodinamica e difusdo. Agora, observe que

: . 2
lX(R; )7 = |Ak(R; ) SEO/M|™ = AZ(R; t) = py, (3.42)
onde p,, representa a amplitude da densidade de probabilidade nuclear. Se identificarmos
A2(V,S,)
kM—“" = Ja (3.43)
a

com o fluxo da densidade de probabilidade J, ., onde k representa o estado quantico e a o

atomo, podemos reescrever (3.41) usando a equacdo de continuidade como
dpx
ot + Z Vo Jia = 0. (3.44)
a

A Equagdo (3.44) é independente de h e assegura, localmente, a conservagdo da densidade de
probabilidade |y(R;t)|? dos nicleos na presenca de fluxo. A Equacéo (3.44) pode realmente
ser usada para resolver a equacdo de Schrodinger nuclear.

Para derivarmos uma dindmica semiclassica, a Equacdo (3.39) € mais interessante.
Lembrando que [, p,] = [37 ﬁy] = [Z,p,] = ih, entdo, a mecanica quantica se torna classica
quando A — 0. Neste caso, a posi¢cdo e 0 momento conjugado se comutam, ou seja, podem ser
determinados com qualquer grau de precisdo simultaneamente.

Fazendo 2 — 0 na Equacdo (3.39), temos que

95,

1
FYaR ZM(V"‘S")Z + Ex = 0. (3.45)
[24

Lembrando que a densidade de corrente J é dada por J = pv, entdo

. A%2(V,S V.S .
R, _Jiea _ AaSi) _ VaSi = M R, = V,S,. (3.46)
pk pkMa Ma

ouP, =V,S,. Em (3.46), usamos (3.42). Usando (3.46) em (3.45), obtemos
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aS"+z L p2 iRy =0
at ZMa a k - Yy (347)

a

onde

1
D31 P Ex®) = e
a

representa a energia total do sistema. Impondo a conservagdo da energia do sistema, entdo

devemos ter

05k _
ot = const.

Definindo uma hamiltoniana auxiliar como

, Sy
H = W + Etotals

entdo, devemos ter P, = —V,E,(R), ou
F,=M.R, =-V,EE°(R(D)). (3.48)
F, representa a forca sobre o nlicleo a, M, é a massa do n(icleo e R,, é a aceleracio do nicleo.
A energia EZ° (R(t)) é obtida resolvendo a equacdo de Schrddinger independente do tempo e
ndo relativistica para algum estado quantico k, nas posi¢oes nucleares R no tempo t:
Heopr (1, R) = Ex(R)@y (1, R).

Neste caso, 0s elétrons seguem adiabaticamente (sem mudar de estado) os movimentos nucle-
ares. Na dinamica molecular de Born-Oppenheimer (DMBO) a fungéo de onda eletrénica deve
ser minimizada a cada novo passo, para que 0s nicleos possam propagar na superficie de Born-

Oppenheimer no estado k.

3.7 DINAMICA MOLECULAR TDSCF

Na teoria do campo auto consistente dependente do tempo (do inglés — Time-Dependent
Self-consistent Field — TDSCF) mantemos a evolucdo temporal tanto dos elétrons quanto dos
nucleos. TDSCF (tambem chamado de Time-Dependent Hartree) € um método variacional no
qual a funcéo de onda total dependente do tempo é aproximada por um simples produto de uma

funcdo de onda eletronica e uma funcdo de onda nuclear, ambas dependentes do tempo:
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W(r,R; 1) = (s )3 (R; e o P/ (3.49)
onde impomos as condi¢bes de normalizacdo (@ (r;t)|e(r;t)) =1 e (x(R;t)|x(R;t)) =1
para cada instante t. O fator de fase E,.(t") foi inserido no ansatz (3.49) para que as equagoes
finais sejam mais simples. A funcdo de onda eletrdnica ¢ (r;t) ndo depende explicitamente
das coordenadas nucleares R e ndo esta restrita a uma simples funcdo de base adiabética ou
diabéatica, mas pode evoluir em uma mistura de estados dependentes do tempo.

A ideia € substituir o ansatz (3.49) na equacédo de Schrodinger dependente do tempo:

2
— h V2 —
2M,  © z
a i

O operador V,(r, R) representa todas as interacdes do tipo elétron-elétron, elétron-ntcleo e

0¥ (r,R;t)
ot

h? ~
VZ+V(r;R)|Y(r, R;t) = ih
2m,

nucleo-ndcleo. Com essa substituicdo obtemos

0 .t I /
LT [fP(r; £)x(R; t)e' o Pt )4t /h]

.t 1 1
o (r; Dx(R; t)e' Jeo et/

h? h2
- vz—z VZ+ V(R
ZMa a : zme v + (r )

L

a

Desenvolvendo os termos em ambos o0s lados da equacao, temos:

" Ka(pg: t)> X (R; ) o B L <0x(61:; t)> oo Felt)at'

[ " N
+ @ Ox(R; ) 2 Ee(t)e Jig Be(t)at /nl

2m,

2

i fy Er(¢")at’ /n

B _Z a (VZo(r; ) x(R; et o Bet)at'/n

h? 5 .t N aat
+ T V2 4+ 7(r, R)| (s )1 (R; t)e' Jeo Belt )t /R,
a

Simplificando o termo e desta equacéo, obtemos:

op(r, dx(R; ;
ih K <P((; t)) X(R;t) + o(r; t)( X(at t)) + o(r; ) x(R; t)%Er(t)

2m,

2

Multiplicando a esquerda por y*(R, t) e integrando sobre as coordenadas nucleares R, obtemos

n?
=_Z VZop(r; ) x(R; t) (3.50)

+

2 N
Ve + V(@ R | t)x(R;t).
2M,
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ih

Op(r; ) + ih U x (R, t) axgli; 2 dR| p(r;t) — E.(t)p(r;t)

hZ
- z Zme i(p(rr t)

+ { f X' (R;t) |- Z+ V@R x(R; t)dR}w(r; t)
2M,,
(24
Rearranjando os termos, temos:
0 t
ih ‘”(r ) Z 20(r; £)
2m
+{f)(*(R; O~ 2.7m 2+ V(@ R)| x(R; t)dR}<p(r; t) (3.51)
a
a

p(r;t) + E.(Dp(r; 1)

—ih U Y (R: D) aX(aRt,; D ik

A Equacdo (3.51) descreve o movimento eletrdnico ndo adiabatico. Multiplicando a Equagéo

(3.50) a esquerda pelo complexo conjugado da funcéo eletrénica ¢*(r, t) e integrando sobre

as coordenadas eletrbénicas r, obtemos:

[(f ) (p( - ") X(Rit)+(f<P*(r;t)<p(r;t)dr)a)((R‘t)

ot

+ (f o*(r; ) o(r; t)dr) x(R;t) %Ee(t)l

=Y VxR0 [ 000 Odr

h? .
+ r;t) |— “+V(r,R
{jqo( )[ T T R)
l
Lembrando que as funcdes eletrénicas sdo ortonormais, entdo obtemos

9]
([ o0 5 ar) ximo) + 2 4k 0750

o(r; t)dr} X(R; t).

— R:t
[24

h? -
+ {j @ ;1) [— o Vi + I R)

Finalmente, rearranjando os termos desta equacdo, obtemos a equagéo para a movimentagéo

o(r; t)dr} X(R; ¢).

dos nicleos de modo ndo adiabéatico:
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Ox(R; t
ihx()

+{f<p*(r;t> -

—ih (f @*(r; t) &pé:; 2 dr) X(R;t) + E.(O)x(R; t)

i + 17(1", R)

p(r;t) dr} X(R;t) (3.52)

—~ 2m,
i

Aintegral [ x*(R;t) %dR em (3.51) e a integral [ @*(r;t) a(p;:;t) dr em (3.52) séo ima-

ginarios putos. De fato, como (@ (r;t)|e(r;t)) = 1, entdo
0
— (o 0lp@ ) = (30 0]e(r0) + (o0 0| 0@ 0)

= (o0 0)| gror0)) + (o 0| Zptrin) =0
Portanto, devemos ter
(00| 20 0) = - o 0] o).
O que mostra que esta integral € um imaginario puro. Demonstracdo similar pode ser feita para
(x®; 0| g xR ).

t) (3(p(

Os produtos ir [ ¢*(r; Ddre ik [x*(R;t) === aX(R Y dR sdo, portanto, quantidades reais.

Multiplicando a Equagao (3.51) a esquerda por ¢*(r; t) e integrando sobre r, obtemos:

lhf (t) X( t)

D ar + hf “(R; t)
~2m, ° 2M,
l a

o(r;t)x(R; t)drdR

dR — E,(t)

- f [omor®o

+V(r,R)

= f j o (O (R, OH(r, Ro(r; t) x(R; )drdR = E.

ou

ox(R;t)
= dR = £, ()

[ oo™ D arvin [ x w0
(3.53)
= ff @ (r; Ox (R )| | (r; Ox(R; t)drdR = E

Aqui, 7 (r, R) representa o hamiltoniano total do sistema, o qual é dado por
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B2 B2
v?—z:—vz V(rR).
om, o, Ve TV (R
a

l

O mesmo resultado poderia ser obtido multiplicando a esquerda a Equacéo (3.52) por y*(R; t)

H(r,R) =—

e integrando sobre R. A Equacéo (3.53) impde uma restricdo sobre os dois fatores derivados e
a fase E,(t) da Equacdo (3.49) para que a energia total E do sistema seja conservada. Existe
uma certa arbitrariedade na escolha do fator de fase, desde que a Equacéo (3.53) seja obedecida.
Neste texto, vamos seguir as definicdes adotadas por B. Gerber, ou seja, o fator de fase é defi-

nido como segue:

E.(t) = ﬂ " (r; ) x"(R; )| He| o (r; ) x(R; t)drdR, (3.54)
= ik f “(R; £) X(R 2 (3.55)
E.(t) = ih f @(r;t) aq)g:; t)d (3.56)

H, representa o hamiltoniano eletrdnico e E a energia total. Essas defini¢des satisfazem (3.53).

Usando estas definicGes em (3.51) temos:
" afp(r t) _
ih

oy ip(r;t)

+Ux*(R;t) -

—ih U “(R; t) )de p(r;t) + E.(t)p(r;t),

24+ V(@ R)

oM X(R; t)dR} p(r;t)

A qual pode ser escrita como

iha(p(r D _ ZZ Vo t)+{jx (R;0) |-

+ {f x (R; t)|l7(r, R)|)((R; t)dR} o(r;t)

ZM

Sl x(R; t)dR}(p(r t)

— iR U ‘o)X )de<p(r )+ E, ()o@ t),

ou ainda,
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iha‘p(r _ 22 Vi + U;( R O|7(r, B)|x(R; t)dR](p(r )

dx(R;t)

T dR

1 [rwol-

2| y(R; )R — ih f R0

2M,,
a

. . 7 . ra E
Energia cinética niclear

+ E.(8) o).
Eeletronica
Os temos dentro da chave do lado direito desta equacdo somam zero de acordo com as defini-
coes (3.54), (3.55) e (3.56). Pois, a energia cinética nuclear mais a energia eletronica E, (t)

cancelam-se com a energia E total. Consequentemente, podemos escrever
0 (r t)
ih =2

22 V2 p(ri0)+| | 1 ROIP @ DR OdR| 00, (357

A Equacao (3.57) mostra que os elétrons se movem diabaticamente (pois ¢ (r; t) é represen-

tado por uma mistura de estados) em um campo médio formado pelos nacleos. Usando as de-
finigcdes (3.54), (3.55) e (3.56) em (3.52) temos:

dx(R;t

% X( ) _

M, ax(R;t)
h? _

4 [0 mol- D o+ 76 R o Odr {x(Rs0)
i 7

—ih <f p*(r;t) Op(r;t) dr) X(R; t) + E. () x(R; ©),
at

dx(R;
ih X((')t t) 2M cx(R;t) +U(p (r; t)|7-[ (r, R)|(p(r t)dr})((R t)
+ —thgo (r;t) ( )d + E.(t) | x(R;1),

Ee

onde H,(r, R) é o hamiltoniano eletrénico dado por

- h? -
H.(r,R) = — E 5= Vi TV, R).
n e
12
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Os termos entre parénteses se cancelam e a equacgédo pode ser escrita como
d )((R t)
ih————

20, ax(R;t)

(3.58)
+ {f o*(r; ) H,(r, R)o(r; t)dT}X(R; t)

A Equacéo (3.58) mostra que os nlcleos se movimentam em um campo médio formado pelos
elétrons. As Equacdes (3.57) e (3.58),

iha"’(r D _ Zz Vi) + UX (R; )V (r, R)x(R; t)dR](p(r 0,
ax(R;
ih% ¥ 2 (R; ) + U<p (rs O, (r, R) o (1 t)dr])((R )

sdo as equacoes acopladas fundamentais do método TDSCF. Os elétrons movem-se em um
campo meédio formado pelos ndcleos e os ndcleos movem-se em um campo médio formado
pelos elétrons. Estas equacdes sdo resolvidas autoconsistentemente. Trata-se, portanto de uma

teoria de campo médio.

3.8 DINAMICA MOLECULAR DE EHRENFEST

A dindmica molecular na aproximacdo TDSCF tem sido largamente aplicada com su-
cesso a processos ndo adiabaticos para sistemas contendo poucos atomos. No entanto, devido
ao custo computacional, a aplicacao da teoria TDSCF para sistemas grandes esta fora de cogi-
tacdo. Como foi feito para a dinamica de Born-Oppenheimer, vamos tratar classicamente a
movimentacao nuclear e quanticamente a evolugdo temporal dos elétrons.

Na dindmica molecular de Ehrenfest, a funcdo de onda nuclear é aproximada usando o
ansatz

x(R;t) = A(R; t)eS(RD/, (3.59)
onde A(R;t) representa a amplitude da fungdo de onda nuclear e S(R; t) representa o fator de
fase da funcdo de onda escrita na forma polar. Tanto A(R; t) quanto S(R;t) sdo fun¢bes com
valores reais. A ideia é usar este ansatz na fungdo de onda nuclear da dindmica TDSCF, Equa-
¢ao (3.58), para obter, no limite classico, isto €, quando 7 — 0, as equagdes de Newton para a

movimentacao nuclear. Substituindo (3.59) em (3.58), obtemos
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i
. 0A(R; t)er"®D
ih
ot

AR; ) e ®D

- LM,
a

+ {f @*(r; O)H(r, D)o (r; t)dr}A(R; t)e%S(R;t)'

Desenvolvendo os termos, temos

OA(R;t
nZARD fswo | ipacr, 0=

laS(R t) —S(R t)
——eh
ot

Jat

. i g
= — Z [ng(R; £)eR* " + 2V, A(R; )V, S(R; t) + e F0
2M, h

+ AR O(VaS(R; 0) - A0 _ AR, £)(V,S(R; 0)">  epsh t)]

+ U o*(r; )H (r,R)p(r; t)dr}A(R; t)eES(R;t)_

Dividindo tudo por er> B0 temos:

_0A(R;t) dS(R;t)
th—ar— AR ) —F5

h2 :

—Z [v;gA(R; £) + 2V A(R; OV S(R; ) —
oM, n

z (3.60)

+ A(R; ) (VES(R; 1)) % — AR; ) (Vo S(R; 1))’ =

+ j 0" (r; O, R Ddr} AR )

Igualando as partes complexas de (3.60), temos

OAR;E) _ Z L AR OV.SR: D) Z 1
B M, e 2M,
a a

o 2S(R;1)).

Rearranjando os termos, obtemos
0A(R; t)

= i, L AR DV.SR:D) +Z

2S(R;H) =0 (3.61)

Agora, igualando as partes reais de (3.60), temos
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0S(R;t)
ot

—A(R; t)
h? 1
= — Z 20 VZA(R;t) + 2 M, AR; ) (Vo S(R; t))2

a

+ U o*(r; )H,(r, R)o(r; t)dT}A(RJ t).

Rearranjando os termos e dividindo por —A(R; t), temos

JdS(R;t 1 ~
&0 + Z—(VaS(R; t))z + f o (r; )H,(r, R)(r; t)dr
at 2M,
a
5 (3.62)
_ .2 1 V,A(R;t)
2M, A(R;t)
a
No limite classico, isto é, quando A — 0, obtemos
aS(R;t) 1 2 . _
4 e (TSRO) + [ 0 OR(r Ry (s = 0. (369
ot 2M,,
(24

Identificando V,S(R;t) com o momento do nicleo «, ie., P, =V,S(R;t) e

[ o*(r; OF,(r, R)p(r; t)dr com a energia potencial, vemos que a expressao
Z ﬁ (VoS(R; t))z + f o (r; )H,(r,R)o(r; t)dr
a
representa a energia total £ do sistema, ou seja,
Z ﬁ (VaS(R; t))z + J o (r; )H,(r,R)o(r; t)dr
a

P2 _
=+ f Q*(r; O)H,(r,R)o(r;t)dr = E.
2M,

a
— Energia potencial V(r,R)
Energia cinética

Impondo a condicdo de que a energia total do sistema deva ser conservada, ou seja, que a

energia total deve ser constante, obtemos
0S(R;t) B
ot

ou

De acordo com a mecanica classica de Hamilton, temos que

P, =-V,E =-V,V(rR).
ou
F,=-Y, f ©*(r; R, )H,(r,R)p(r; R, t)dr, (3.64)
ou
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F,=- f @*(r; R, )|V, H.(r,R)]o(r; R, t)dr. (3.65)

Em (3.65) tornamos explicita a dependéncia paramétrica de ¢ sobre as coordenadas nu-
cleares. A Equacdo (3.65) descreve a evolucdo temporal dos ndcleos classicamente, ou seja,
usando a segunda lei de Newton. Observe que 0s nlcleos se movimentam em um campo médio
formado pelos elétrons; isto é, o valor esperado do hamiltoniano H,. Na dinamica de Ehren-
fest, os elétrons s@o descritos quanticamente pela a Equacéo (3.57):

do(r;R,t
ih o( )

ot ZZ Vie(r;R 1) + U “(R; )V (r,R)x(R; t)dR| (1; R, 1).

No entanto, esta equacao ainda depende da funcdo de onda nuclear y(R; t). Contornamos

essa dificuldade, substituindo a densidade nuclear

lx(R; t)|?
no limite classico, isto €, quando 2 — 0, na Equacéo (3.57), por um produto de funcgdes delta

| [6Re — Ratep

centradas nas posi¢des nucleares instantaneas dadas pela Equacéo (3.65), ou seja,

de Dirac, isto &,

f X (R;)x(R; )dR — R, ().
h—-0

Aqui, estamos pensando nos nucleos como entidades pontuais, isto é, posi¢coes classicas. Com

esta reducdo, a Equacéo (3.57) pode ser escrita como

mw Zz o R,t) + V(r,R())o(r; R, )
ih%ﬁ't) = A,(r,R)o(r; R, ©), (3.66)

onde R representa as coordenadas classica dos nucleos. Na dindmica molecular de Ehrenfest,

a conservacdo da energia E é dada por

P2 * _
E=) > ot J 0" (3 R, O, (r, R)p(r; R, ) dr. (367)
a

O primeiro termo do lado direito é a energia cinética nuclear e o segundo termo é a energia
potencial do sistema.

Impondo a condi¢do de que a energia total do sistema deva ser conservada, podemos
obter as Equac0es (3.64) e (3.65) derivando (3.67) em relagdo ao tempo e usando a regra da

cadeia, ou seja,
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0E U 2P.P, | _
E_O_ 2M, +<m<p(r,R,t)|}[e(r,R)|(p(r,R,t)>
a
d ~
+{o@iR 0| 5.0, R0r D)
~ d
+ (o RO B)| 00 R.0)

= Z RoPy +E <%<p(r; R, t)|<p(r; R, t)>
a

+ (003 R 0| 0 R0 s R, )
+ E* <(p(r; R, t)| %(p(r; R, t)>

= Z R,P, + (E—E") <%(P(T: R, t)|<p(r; R, t)>

[24
0 ~
+{o@R 0| 5.0, R0r R,0)
.. 0 ~
— Z RP, + <<p(r; R, t)| 9, R)|<p(r; R, t)).
a (3.68)
Na obtencéo do resultado anterior, usamos o fato de que E = E*, pois 0s autovalores de ope-

radores hemitianos séo reais e que
%fp(r; R, t)|<p(r; R, t)) =— <<p(r; R, t)| %<p(r; R, t)>,
pois as fungdes ¢ (r; R, t) sdo ortonormalizadas a cada instante. Além disso, temos que
(00 R.0| 7.0 B0 R O) = > Rl (s RO, R0 R, )
a
Usando este resultado em (3.68), obtemos

Y RaPo+ Y Relp@ ROV R R D) = 0
a a

D (RePo + Refo (i R O[T, RO o(ri R, D)) = 0

R.P, + Ro(p(r; R, D|VH.(r,R)|o(r;R,£)) = 0
P, +(p(r;R OV H,(r,R)|p(r;R,t)) =0
O que resulta em
Py = —(p(r; R, )|V H (r, R)|p(r; R, 1)),
que é exatamente a Equacdo (3.65).
Uma das técnicas usadas na implementacdo da dindmica de Ehrenfest consiste em pro-
pagar a funcdo ¢(7; R, t), resolvendo numericamente a Equacéo (3.66) ao longo das trajetérias

classicas obtidas a partir da Equacéo (3.64):

139



, 0p(T;R,t)

ih———
at

Fo = —Vaffp*(r; R, O)H,(r,R)o(r; R, t)dr.

=H,(r,R)o(r;R,t),

Neste procedimento ndo ha necessidade de expandir ¢ (r; R, t) em uma representacdo adiaba-
tica. Em algumas aplicacGes, no entanto, é interessante expandir ¢ (; R, t) em termos das fun-

cOes de base adiabatica,

o(r;R,t) = z ¢i()pF° (r; R(D)), (3.69)

J

onde qbfo(r;R(t)) simboliza j-ésima superficie de Born-Oppenheimer. Substituindo (3.69)
em (3.66),

0 'R, t .
ih% — A, (r, R)o(r; R, t)
obtemos
702 (0P (r; R(1))

- Ao, R) ) (O4f°(r; R())
J

h [Z (C'j(t)fb}go (r;R(O) + ¢; (PO (r; R(t)))

J

— 7.(r,R) Z 6 (62 (r; R(D)).
J

*BO
i

Multiplicando a esquerda pelo complexo conjugado ¢*. e integrando sobre as coordenadas

eletrdnicas, obtemos

in [Z (cj(t) f "0 P0dr + ¢;(t) f ¢>*f"¢3}*’0dr>] _ ch(t) f "7 T, (r, R)pP0dr
J Jj

= ZCj(t)foOf]-Te(r,R)d)fodr

J

in Z(c’i(t) +¢(t) f ¢>*f0[(va¢>j)ka]dr>
o

ihé;(6) + ihZ(cj(t)Ra f ¢>*f0va¢fodr>
ja
= ch(t)fqb*foﬁe(r,R)(pfodr. -

]
O lado direito de (3.70) pode ser diagonalizado de tal modo que teremos apenas 0s termos da

diagonal principal, ou seja,

2 ¢;(t) f ¢ OH, (r, R)FOdr = ¢;(0) f ¢ POH (r, R)p{Odr = c;(0)EF°.
J

140



Rearranjando os termos de (3.70), obtemos
ihéi(6) = (O = ih ) (GO, f #"7° (RO (rRO)dr)  @71)
ja

A Equacdo (3.71) pode ser integrada usando, por exemplo, o método de Runge-Kutta. V,, re-
fere-se a derivada em relacio a coordenada R, do niicleo « e R, é a derivada de R, em relacéo
ao tempo. A integral no segundo termo a direita de (3.71) é o termo de acoplamento ndo adia-
batico.

Para obtermos a equacdo de movimento classico dos nucleos primeiro derivamos a

Equacéo
fd)*fo(r; RYT(r,R)$;° = €75y

em relacdo ao tempo, isto &,

aEL’

Zsy = 5| [ 60w R RG]

= f ¢ (r; RVH,(r, R)p0dr + f ¢* 50 (r; RYH, (r, R)p 0 dr
+ f o7 (r; YA, (r,R)$7° dr
=ZJ(Va¢*fO)Rﬁe(r,R)¢fodr+fcp*foﬁe(r,R)d)fodr
+Zf¢*f0ﬁe(r,1e)(va¢f0)kdr

= ZRaEJ- J (Va¢*f0)¢f"dr+zkaei f ¢*F0 (Vo p?) dr

+ ] ¢*EOFH, (r, R)pEOdr

= > ket [ 60 (Vep ) ar + Y i [ 020 (V) ar
+ j ¢*EOFH, (r, R)pEOdr

= Z R, (£F° — 5}90)] ¢ 7% (Vo p2) dr + J ¢*FOH, (r, R)pPdr.

Rearranjando os termos, obtemos

141



f(p*Bog_[ r, R)gb]BOdr _ 6_ ZR(‘SBO 830)f¢*30(va¢1 )dr 3.72)

Usando a regra da cadeia do lado esquerdo de (3.72) obteremos, para o lado esquerdo, a se-

guinte relagéo:
*BO 47 BO _ «BO ; BO
fqb COH (r, R) ;] dr—fqb PO (VaH (r,R))Ragpdr
= R [ 671 (Va0 RO)$%dr = R | 6729 (3, RYB0 )
= Raf ¢ 70V, (570 )dr.
Usando este resultado em (3.72), obtemos

BO
i [ 4200 (6,970)ar = s,

ZR(&BO eBO)fqb*BO(vaq)fO)dr

R f ¢"E0V,(&¢5%)dr = (vaefo(m) Rs;; - Z R(P° — £P0) f ¢E0(V,97°) dr.
a
Simplificando R, temos
ffl’*?ova(gjﬁo)dr = VPO (RS - ) (€80 - ) f "7 (Ve dr. (3.73)
@
Substituindo (3.69) em (3.65), temos

fzc ()¢ (1; R(D) [V I, R)]zc,(t)qb o(r;R(t)) dr

DXACLIO f ¢ (r; R(O)Vo T (r, )7 (1; R(D) ) dr (3.74)

iL,j

=D @G [ 6720 ROI (7 RDP° (15 R©)) dr
Lj
Usando (3.73) em (3.74), obtemos

vagilgo(R)6ij - Z(SiBO - 8]'30) f ¢*?O(Va¢150) dr]

Fo=—) 0
= Il [Vae®)]

+ Z c; (O (O[EE°(R) —5ﬁ"(R)]f¢*f0(va¢]‘?0)dr.

a,i+j

ou
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—Z|ci|2 [V.EE9(R)] + z (O O[EFR) — EFO(R)] f *5° (Vo 950) dr.

a,j#i

(3.75)
O primeiro termo da Equagdo (3.75) ¢ a forca média devido a cada superficie de energia po-
tencial adiabatica e o termo |c;|? é o peso dessa forca devido a ocupacéo do estado i. O segundo
termo descreve a mudanca de amplitude dependente do tempo, ou seja, é a forca efetiva sobre
as particulas classicas devida as transi¢des entre os estados adiabaticos. Este termo tem que ser
incluido para que haja conservagdo da energia. Por causa das misturas de estados observadas

nas equacoes (3.71) e (3.75), as quais, por comodidade, as reescrevemos aqui,

ihei(©) = (O — ih Y ((OR [ ¢°2°(r RO)e9f(r: RO)dr )
ja

= =D P [Vl @]+ ) @GO ® - g ®)] f ¢ (Vadf®) dr.

a,j*i

(3.76)
a dindmica de Ehrenfest ndo é reversivel, ou seja, o sistema pode iniciar-se em uma superficie

de Born-Oppenheirmer, evoluir por algum tempo nesta superficie e depois pular para uma outra
superficie e continuar nessa superficie. A reversibilidade neste caso ndo ocorre. Os elementos

da matriz de acoplamento ndo adiabaticos que aparecem nas equacdes (3.76),
f ¢*7°(r; R(D)) VPO (r; R(1))dr,

devem ser avaliados a cada passo da trajetdria ao longo da superficie adiabatica Efo. Os coe-
ficientes c;(t) sdo obtidos por integracdo numérica de (3.71), e a trajetoria classica é obtida
autoconsistentemente de (3.75).

Na dindmica molecular de Ehrenfest, a funcdo de onda ¢ (r; R, t) eletrdnica € minimi-
zada uma Unica vez e depois, sem perturbacdo externa, é propagada mantendo-se no estado
fundamental. O hamiltoniano do sistema depende do tempo via R(t). Como os elétrons sdo
muito rapidos, o passo da dindmica deve ser bastante pequeno. Na pratica, usa-se valores en-

torno de 0.1 atu. A dindmica de Ehrenfest, usando as equag¢bes de movimento
do(r;t
R de;t) <p( ) _

3 V00 + T (r, RO (),

F,= —Vajqo*(r; t)H, (r,R)o(r; t)dr = —f @*(r; [V H.(r, R)]@(r; dr,

constituem o limite classico das equacdes TDSCF e tém sido aplicadas com sucesso no estudo

das colisGes e espalhamento.
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3.9 DINAMICA MOLECULAR SURFACE-HOPPING

Como visto anteriormente, na dindmica molecular semiclassica, os nucleos seguem al-
guma trajetoria R(t) no espaco de fase, em que sdo propagados usando a segunda lei de New-
ton, enquanto os elétrons seguem o0s nucleos quanticamente, ou seja, usando a Equacao de

Schrodinger dependente do tempo

. 0
Ho(r, RO)Y(; R())) = ih—= W@ R(6)), 3.77)

onde a notagdo R(t) significa dependéncia paramétrica da fungéo de onda eletronica. Expan-

dindo a funcédo de onda eletrdnica na representacdo adiabatica, obtemos

Y RO = ) GO0 (r; R(D))e S FiR@)at,

j
Substituindo esta expansdo na Equacéo (3.77), temos

. _Lig. .0 Lrg.
}[e(r,R(t))z ¢i(O);(r;R(@))e R/ ER@EAE lhaz ¢j(O);(r;R(D))e Rl BRI
J J

Derivando o lado direito em relacéo ao tempo e multiplicando a esquerda pelo complexo con-

jugado ¢y, e integrando em relacéo as coordenadas eletrnicas, obtemos

Z ¢; () {(pr(r, RO |Fe| 0 (r, R(t)))e—%f Ej(R(£))dt

J

= ihz {c'j (O){@r(r,R@®)|op;(r, R(t)))e—%ij(R(t))dt
j

+ ¢ (O {pi(r, R©®)|9;(r, R(t)))e—%ij(R(t))dt

+ ¢ (){ @i (r, R@®)|0; (1, RID))) <_ %15,) e—i,'le,-(R(t))at}_

Usando o fato de que as fungdes de onda eletrénica adiabaticas sdo ortonormais, temos
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Co(£)Eye R FRROE

= ih ék(t)e_%IEk(R(t))dt — ick (t)Eke—%fEk(R(t))dt
h

i
" Z G (t)((pk(r’R(t))l(pj(r’R(t)))e_ﬁij(R(t))dt '
J
Dividindo este resultado por e 77/ Ex®E ghtemos

Ck(t)Ek = ih ék(t) — %Ck(t)Ek + z Cj(t)((pk(r;R(t))l(,bj(r,R(t)))e_%f(Ej_Ek)dt .
J

Rearranjando os termos e simplificando, obtemos

w R (E-EQdr (3.78)

Ce(t) = — Z c;(t) <<pk(r, R())
J
onde fizemos ¢; = d¢;/dt. O termo

< @ )’ aq),(r R(t))

é 0 termo de acoplamento ndo adiabatico. Os coeficientes da expansdo c; (t) podem ser obtidos
integrando (3.78). O quadrado do madulo, |c, (t)|?, é interpretado como sendo a probabilidade
de encontrar o sistema em um estado adiabatico k em certo tempo t.

Diferentemente do método de Ehrenfest que procura calcular a melhor trajetoria como
uma média de estados, o método de surface hopping calcula muitas trajetorias diferentes para
obter uma média estatistica. No entanto, a cada momento o sistema se propaga em um estado
adiabatico ¢, puro, o qual é selecionado para propagacdo de acordo com sua populacao
|, (t)]%. Mudando a ocupacéo do estado adiabatico resultarda em uma transicdo néo adiabatica
entre as diferentes superficies de energia potencial adiabaticas.

O algoritmo chamado de Fewest Switches Surface Hopping (FSH) foi proposto com o
objetivo de minimizar o nimero de saltos das superficies enquanto a populacdo média correta
do ensemble seja garantida em qualquer tempo da simulacéo.

O método FSH pode ser derivado como segue. Sejam N 0 namero total de trajetorias e
N, 0 nimero de trajetorias em que o sistema esta no estado ¢, no tempo t. A probabilidade de

0 sistema estar no estado ¢, no momento t, é dado por

0 =
Pkk =N
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onde py (t) € dado por py (t) = cx(t)ck (t). Um elemento genérico desta matriz seria dado,
por exemplo, por py; (t) = ¢, (t)c;(t). Depois de um tempo 6t, isto é, t' = t + &t, a nova pro-
babilidade de ocupacéo sera dada por

N, (t) .
N
Suponha que Ni(t") < N (t), ou seja, Ny (t) — N (t") > 0. Portanto, 0 nimero minimo de

Prr(t) =

saltos do estado ¢, para qualquer outro estado excitado é N, (t) — Ny (t") = 6Ny, e zero saltos
de qualquer outro estado para o estado ¢;. A probabilidade P, (t,t + &t) para a transicao do
estado ¢, para qualquer outro estado no intervalo de tempo [t, t + 8t] sera dada por

SNk pri(t) — prrc(t) _ _ Prilt

P.(t,t + 6t) = = : (3.79)
“ Ny Pri (t) Pk
onde a derivada py;, foi calculada usando a férmula
o Pre(®) = (O
Pkk St
Reescrevendo Py, temos
d
Prk = %(cltck) = CrCr + 0l = (CrCr)™ + i = 2R(cpeCi)- (3.80)

Inserindo (3.78) em (3.80), obtemos

J

P = 2R [Ci —ch(t) <<pk(r.R<t)) %f“))>e—%fm—fsk>at

o7/ (Ej~Ei)at

(pk(r,R(t)) w

- —z&nz ci()i(t)
J

= —ZSRZ Pkj <<Pk(T'R(t))
J

aso,-(r,R<t>)>e--,mE,--Ek)at
ot

Prk = —2R Z Prj <(Pk (r,R(D))
J

Substituindo (3.81) em (3.79), obtemos
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2R (Zj Prj <<Pk(r, R(®))

00;(r, R(t))> ok f(Ej_Ek)dt> 5t
ot

P.(t,t + 6t) =

Pk
(3.82)

A Equacdo (3.82) mostra que a probabilidade do sistema saltar do estado ¢, para qualquer
outro estado no intervalo de tempo [t,t + &t] depende das probabilidades de todos os outros

estados, ou seja,

P(t, t+ 6t) = Zij (t,t + 6¢).
j

Portanto, de acordo com (3.82), a probabilidade de transicéo entre o estado ¢, e 0 estado ¢; é

dada por

Jt

2R <pkj <(pk (r, R(t)) e_%f(Ef_Ek)dt> ot

Pyj(t,t + 60) = o
k

(3.83)

Uma transicéo entre os estados ¢, e ¢,, sera executada se
PV < g < pM™,
onde ¢ € um namero randémico sorteado entre 0 e 1 e Pk(m) € a soma das probabilidades dos

primeiros m estados,

m
p™ = ZPRJ-.
7

Observe que (3.83) também depende das velocidades dos atomos:

: L.
25 (g ul oo R0 o @80
Pk
E importante notar que saltos que ocorrem na regi&o proibida, ou seja, saltos que ocor-

ij(t,t + 6t) =

rem na regido em que a energia total do sistema € menor do que a energia necessaria para

realizar o salto sdo descartados pela dindmica surfice hopping. No entanto, este tipo de salto
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parece que ocorrem com bastante frequéncia devido ao fenébmeno quantico de tunelamento.

N&o devemos esperar que uma teoria classica seja capaz de capturar fenémenos quanticos.

Regido proibida classicamente

Salto frustrado

Energia

Figura 3.1 Representacdo esquematica da dinamica de surface hopping entre duas superficie
de energia potencial (linhas pretas). A linha rosa indica a trajetoria seguida pelo sis-
tema. Inicialmente, o sistema se propaga na superficie ¢, . Apos algum tempo, o sis-
tema salta para a superficie ¢; e continua nesta superficie até que salta de volta para

a superficie ¢, de acordo com a equacéo (3.84). O terceiro salto é frustrado (proi-
bido), pois cai em uma regido em que a energia do sistema é menor do que a energia
necessaria para o salto.

Esta é uma das limitagcdes do método.

Para que haja conservacgdo da energia ap0s a transicao entre os estados, as velocidades
dos ndcleos, apds o salto, devem ser reescaladas. Em geral, o reescalamento das velocidades
se da na direcdo do vetor de acoplamento diabatico (¢ |V, |¢;) (ver Equagdo (3.75)). Uma
justificativa qualitativa para esta préatica se deve ao fato de que as contribui¢des nao adiabaticas
as forcas de Eherenfest se da na direcéo do vetor de acoplamento no adiabatico (@ |V, |e;).
As descontinuidades das velocidades nas transi¢cdes entre as superficies adiabaticas sdo consi-
deradas como falhas do método de surface hopping. Em muitas situacdes fisicas, transicoes
diabéticas entre superficies adiabaticas s6 ocorrem com separacdes relativamente pequenas en-
tre superficies de energia potencial. Portanto, o ajuste necessario das velocidades € relativa-

mente pequeno.

3.10 DINAMICA MOLECULAR DE CAR-PARRINELLO
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O principio da acdo minima S, que € um postulado da mecénica classica, afirma que a
trajetdria seguida por um sistema fisico € aquela que minimiza o funcional da acéo S, ou seja,

que a acdo dada por

t2

SIR(®)] = f L[R(D, R(D)]dt,

t1

seja minimo. L representa a Lagrangiana do sistema de particulas definida por
. 1
L[R(t)' R(t)] = ZEMaRa —E(R), (3.85)
(24

onde R representa o conjunto das coordenadas de todos atomos e R, representa as coordenadas
do 4tomo a. O primeiro termo do lado direito de (3.85) representa a energia cinética do sistema
de particulas e o segundo termo é a energia potencial do sistema devida as interacdes entre as
particulas. Observe que a Lagrangiana é funcdo de R e R, ou seja, das posicdes das particulas
e de suas respectivas velocidades. A Lagrangiana € assim definida para que se possa recuperar
a segunda lei de Newton pela minimizacdo do funcional da a¢do. O ponto estacionario do fun-

cional da acéo é obtido usando a Equacdo de Euler-Lagrange

d(ac\ oL
dt\oR,) R, (3.86)

Isto significa que de todas as trajetdrias possiveis que ligam os pontos R(t,) e R(t,), a traje-

toria seguida pelo sistema é aquela obtida resolvendo (3.86).
A ideia de Robert Car e Michelle parrinello foi propor uma lagrangiana estendida escrita

na forma

1 . . .
Lep = Y5 M + (s G R)) = (0 R)IH (r, R R))
@ (3.87)
+ [restrigdo holondmica sobre os orbitais e nicleos].

Observe que Lcp € funcdo de R(t), R(t), o(r;R),¢(r;R) e t, ou seja, Lcp =
L[R(t),R(t),go(r; R), ¢ (r; R); t]. O primeiro termo do lado direito de (3.87) representa a
energia cinética nuclear. O segundo termo foi uma adicdo ad hoc e tem a fungéo de propagar a
funcdo de onda eletronica. Este termo é, geralmente, chamado pelos fisicos de energia eletrd-
nica ficticia. O parametro u é chamado de massa ficticia ou parametro de adiabaticidade, ou
ainda de parametro de inércia e tem a funcdo de manter a funcdo de onda otimizada na super-
ficie de Born-Oppenheimer durante sua propagacdo temporal. O terceiro termo representa a

energia potencial do sistema. Podemos, adicionalmente, ter um termo de restrigdo holonémica
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sobre os nucleos e/ou sobre os orbitais ¢ (r; R). Lembrando que restricdo holonémica é uma
relacdo entre as coordenadas (e possivelmente do tempo t) que pode ser expressa como
(91,92, 93, qn, t) = 0, onde 0s ¢'s sdo as coordenadas necessarias para descrever o0s siste-
mas.

O ponto estacionario do funcional da acéo

S = fL[R(t),R(t),(p(r; R), o(r; R); t]dt

pode ser obtido com ajuda das equacgdes de Euler-Lagrange

d (0L aL d (0L 2L
_( ?‘P) _ Okcr e _( .CP) _ Okcp (3.89)
dt\ oR OR dt\ 0¢* do*

Inserindo (3.87) em (3.88), obteremos as equagdes de movimento da dindmica molecular de

Car-Parrinello:

. . 0
M,R, = —Va(cp(r; R)|}[e (r, R)|(p(r; R)) + 3R [restricdo sobre os nucleos].

6 .
UP; = — 507 (@@r; R)|H,(r, R)|o(r; R)) + [restrigdo sobre os orbitais].

5
i S;

l

Em geral, ndo adotamos nenhuma restricdo nas movimentacdes nucleares. No entanto,

com o objetivo de facilitar os calculos, impomos uma restricao de ortonormalidade nas funcGes
de onda eletronicas, isto &, ((pi|<pj) = §;;. Esta restricdo pode ser implementada usando os mul-

tiplicadores de Lagrange:
> rylleiles) - 65) =0,
Lj

onde os A;; representam os multiplicadores de Lagrange. Com esta restricdo, a lagrangiana de

Car-Parrinello é dada por

1. _
Lep = ZEMaRé + 1@ (r; B (r; R)) — (@(r; R)|H . (r, R)|@(r; R))

+ - Mylloider) = 61).

Usando as equag0es de Euler-Lagrange para minimizar o funcional da agdo dessa nova lagran-

giana,
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MR, = =V {@(r; R)|H (r, RB)|@(r; R)) (3.89)

Y _
Hiv= =5 (@(r; R)|H,(r,R)|o(r; R)) + Z Aij|o;(r; R)). (3.90)
]

Por razdes de dimensionalidade, a massa ficticia tem unidade de energia vezes o tempo
ao quadrado, isto é, hartree X atu?, onde atu significa unidades atdmicas de tempo. Uma

unidade atdbmica de tempo equivale a 0.02418884326505 fs e é definida por

ou

_ R 1.0545718 x 1073%] - s
" En 4.359744650 x 10-18]

onde h = h/2m, E, é a energia em hartree e T é a unidade de tempo. As equacdes (3.89) e

= 2.41888432605 x 10~ s,

(3.90) sdo as equacdes fundamentais da dindmica molecular de Car-Parrinello.

3.10.1 Teorema de Hellman-Feymann

Podemos usar a férmula (1.101) para calcular as forgas sobre os 4&tomos usando, por
exemplo, o método das diferengas finitas centradas. Mas, o célculo numérico de (1.101) é com-
putacionalmente caro e ndo acurados o suficiente para a simulacdo de dinamica molecular.
Uma melhor opcao seria usar o teorema de Hellman-Feymann.

Considere um conjunto de funcdes de onda o (r; R);ortonormais, ou seja,

(pi(r; B R)) = &;;. (3.91)
Derivando (3.91) em relacéo as posicoes nucleares R, obtemos
Vr{@:(r; R)|@;(r; R)) = 0
(Vroi(r; R)|@;(r; R)) + (@i (r; B)|Vgep; (r; R)) = O

(Vri(r; R)|@;(1; R)) = —(9;(r; R)|VRp;(r; R)). (3.92)
Agora, para 0 caso em que i = j, podemos escrever
(Vroi(r; R) i (1; R)) = —(;(1; R)|VRep; (15 R)). (3.93)

Este resultado mostra que o conjugado hermitiano do operador diferencial Vi é —Vg. Usando
(3.92) em (3.89), temos
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MoR, = —Vg (@(r; B)|H,(r, B)|@(r; R))
= —[(Vr,@(r; B)|H.(r,R)|o(r; R))
@(1; R)|Vg H,(r,R)|@(r; R))
@(r; R)|H,(r,R)|Vg o (r; B))]
= —[E(Vg, @ R)|@(r; R)) + (@(r; R)|Vg H.(r, R)|@(r; R))
+ E*(@(r; R)|Vg, @(r; R))]
= —[E((Vg,(r; R)|@(r; R)) — (Vg @ (r; R)|@(r; R)))
+ (@ (r; R)| Vg, H.(r, R) |0 (r; B))]
= —(o(r; B)|Vg H.(r,R)|@(r; R)),

onde R, representa as coordenadas do ntcleo a e o operador H, (r, R) é hermitiano e, portanto,

+
+

0s seus autovalores sdo reais, ou seja, E = E*. Em resumo, o teorema de Hellmann-Feynman
diz que a forca sobre o0 &tomo a pode ser calculada por
Fo = MR, = —(@(r; B)|Vg, H.(r, B)|@(r; R)). (3.94)

No entanto, este teorema sO se aplica de modo exato quando @ (7; R) for a funcdo de onda
verdadeira ou uma funcdo de onda estacionaria, como a funcdo de onda Hartree-Fock, por
exemplo, se um conjunto de fun¢des de base completo for usado. Como, na prética, 0 conjunto
de funcdes de base nunca é completo, entdo temos que avaliar os termos adicionais
(Voo R)|H (r, R)|@(r; R)) e (@(r; R)|H.(r, R) |V, (r; R)), explicitamente. Neste caso,
suponha, por exemplo, que ¢ tenha sido obtida por um determinante de Slater ¢ = 1/vn!|¢;|,
onde ¢;'s representam os orbitais moleculares. Estes orbitais sdo, geralmente, expandidos em
termos de funcdes de base, ou seja,

¢ = Z Ciugu (T, Re). (3.95)

u
As funces de base ¢; podem depender, explicitamente, das coordenadas nucleares, como é o

caso das funcgdes de base centradas nas coordenadas {R,} dos a&tomos. Neste caso, os coefici-

entes c;; carregam uma dependéncia implicita das coordenadas {R,} dos atomos. Isto significa

que devemos esperar duas novas contribuicdes adicionais as forcas logo de inicio, ou seja,

Vi = D (Ve e )gu (Rad) + ) Vg (r, (Ra).
u j
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Agora, inserindo a expansao (3.95) em (3.89), obtemos, além da forca de Hellmann-Feynman,

duas outras forcas

B = — Z((Vagulﬁelvsc - 3i|g1/) + <gu|ﬁeNSC - £ilvﬂng)) (3.96)
iuv
e
FéVSC = -V, .f p(r)(VSCF — VNSCF)dr — _f Vap(r)(VSCF _ VNSCF)dr, (3.97)

onde E/BS e FNSC representam, respectivamente, as forcas devidas a incompleteza das funcdes
de base e a falta de convergéncia do operador da energia potencial. Como veremos, no proximo
capitulo, V depende da densidade eletrdnica, a qual depende da fungio de onda. Se a funcéo de
onda é incompleta, entdo o operador da energia potencial também fica incompleto. A compo-
nente F/BS também é chamada de forca da incompleteza da fungéo de onda (IBS do Inglés),
forca da funcéo de onda ou forca de Pulay. Portanto, quando o conjunto de funcdes de base é
incompleto, a forga sobre o &tomo a pode ser decomposta como
F, = FiF + FIBS 4 FNSC,

A forca FYS¢ desaparece se a autoconsiténcia for atingida exatamente. Se o conjunto de fun-
cOes de base for completo, entdo a forga FIES também desaparece. No caso de usarmos ondas
planas como funcgdes de base, como elas ndo dependem das posi¢des dos atomos, pois sdo sem
origem, entdo as forcas de Pulay desaparecem, mesmo se usarmos um conjunto limitado de
ondas planas. E claro que o nimero de fungdes de ondas deve se manter constante durante a
simulacdo. Se o nimero de ondas planas variar durante a simulacéo, como é o caso do ensemble
NPT, entdo devemos incluir corre¢bes devido as forcas de Pulay. Outra vantagem das ondas
planas é que nédo existe o erro devido a superposi¢do das fungdes de base (BSSE), pois as ondas
planas, por ser sem origem, distribuem-se uniformemente por todo o espago da caixa de simu-
lacdo. No entanto, quando usamos funcGes de base centradas nos a&tomos, como as fungdes
gaussianas, por exemplo, devemos incluir as corre¢des das forcas de Pulay explicitamente nos
calculos.

As forcas FYS¢ s6 desaparecem se a autoconsisténcia for atingida e o conjunto de fun-
¢Oes de base for completo. A autoconsisténcia pode ser feita tdo pequena quanto desejarmos,
mas sempre havera uma forga residual. No caso das dinamicas de Car-Parrinello e Ehrenfest,
a funcdo de onda é minimizada uma unica vez e depois é propaganda durante a simulag&o.
Portanto, as forcas devido a falta de consisténcia FYS¢ se torna irrelevante nestas dinamicas.
Ja na dindmica de Born-Oppenheimer, a funcdo de onda é minimizada a cada novo passo. En-

tdo, as forcas FYS¢ se tornam relevantes e devem ser incluidas nos célculos das forgas.
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3.10.2 Car-Parrinello dentro do formalismo de KS

Nosso préximo objetivo é desenvolver o primeiro termo do lado direito da Equacéo
(3.90) dentro do formalismo de Khon-Sham. A energia do sistema no formalismo de Khon-
sham é dada por

Elp(r)] = TslpM] +Jlp(r)] + Exc[p(r)] + Eexe[p(1)]. (3.98)

Na Equacéo (3.98), E[p(r)] é o funcional da densidade da energia; T[p(r)] é o funcional da
densidade da energia cinética para um sistema ndo interagente; /[p(1)] é o funcional da densi-
dade da energia cléssica de Coulomb; E,.[p(r)] é o funcional da densidade da energia ndo
classica, ou seja, a energia de troca e correlacdo; E,,.[p(r)] € funcional da densidade da ener-
gia devido ao potencial externo v(r). Reescrevendo a densidade de probabilidade eletronica

p(r) em termos dos orbitais, na Equacao (3.98), temos

Elp ()] Z [ 010|572 oitroar + 5 [ A2ET arar + E.llpr)

+ j v(r)p(r)dr

Z [oiwd[-592|oiirar,
+%Z]:Jj @i (ro)e(ry) %

, @;(ra)e;(ry)dridr,

¥ i [ sivctrderdr + i [ oiyedocar,

r, e r, representam as coordenadas dos elétrons 1 e 2, respectivamente. Esta Equacdo pode

ser escrita de modo simplificado usando a notacéo de Dirac:

N N N N
1
Elp@)] = ) (hID +3 ) (1) + ) (vl + D Gilolo),
i i i i

onde definimos

@Ihli) = [ 0700 [-5 78] outroar,

, @;(ry)e;(ry)dridr,,

1
Wi = [[ 1o |-
ij

({fveeli) = f 9L )V (r) @, (P drs,
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(ilvli) = f L V()@ (ry)dry.

Derivando este funcional em relacéo a ¢;, obtemos:

N
(g(p(; ol )+Z(]|l])+vxc|l>+v|l>— h+Z< >+vxc+v Ii)
= HXS(r, R)|i).
Portanto,
SE[p(r)] _
S—(p;-* = HE5(r,R)|¢;), (3.99)

onde 7 XS(r, R) é o operador monoeletrénico de Khon-Sham dado por

1 p(r") OEyc[p(m)]
— __y2 Py - 7
>+ch+v ZV + |1'—T'|dr + 5p(T) + v(r).

HKS (r, R)—h+z<

Usando (3.99) em (3.90), obtemos a Equacéo para a movimentacao da funcao de onda eletroé-
nica dentro do formalismo da teoria do funcional da densidade:
ui = —HE @R ERIe) + ) Ay (5 R). (3.100)
J
As equacdes (3.94) e (3.100), isto é,

u@g; = —HE @, R)g;) + z Aijpj (r;R)

)
Fo = MRy = —(@(r; BV, HE (r, R)@(r; R)),
sdo as equacOes geralmente usadas nas implementacdes da dindmica molecular de Car-Parri-
nello.
Note que se a massa ficticia u for nula, entdo a Equacao (3.100) reduz-se as equagdes

monoeletrénicas de Hartree-Fock:
HE @RI = ) Aoy (R,
j

ou seja, 0 método de Car-Parrinello pode ser visto como um método de otimizacdo da funcéo
de onda.
Usando o algoritmo de Verlet, Equacdo (1.87), podemos obter uma equacgéo para a mo-

vimentacdo dos orbitais:
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E,.
13:(t + 60)) = 2]9; (D)) — g (t — 60)) + f (88), (3.101)

onde |@;(t + &t)) € a funcdo de onda eletronica no instante t + &t e F,, € forga no orbital ¢;
no instante t. Usando (3.100) em (3.101), obtemos

—HES(r, R)(r,R)|;
it +80) = 200i(0) — it — 50)) + e & H)('" 10 52, (3102

onde —HXS(r, R)(r, R)| ;) representa a forca no orbital i dada no tempo t sem a restri¢do da
ortonormalidade. Os orbitais |@;(t + &t)) preditos devem ser corrigidos devido a restricdo da

ortonormalidade, ou seja,

it +60) = 1u(t +60) + ) 2 1pi(O)), (3.103)
J

onde a matriz y;; = ((6t)?/u)A;; contém os multiplicadores desconhecidos de Lagrange de-
vido a imposicéo da restrigdo da ortonormalidade sobre os orbitais |@;(t + &t)). Substituindo
(3.103) em (¢;(t + 60) |, (t + 6t)) = &;;, obtemos
(@1t + 601 + {0, O], |9uCe + 80) + B e @i () = 8y = 0
(@it + 80| @y (t + 86)) + (@i (t + S| Tie xue 10 () + (T {0, (D |x ] |92t + 5)))

+ (Zj(%(t)l)(}; |Zk)(lk |§0k(t))) -6;=0

(@t + B0+ 80) + Y (Bt + 80l Ot + Y (03 (D]guCe + 80
k J

+ Z(goj(t)l(pk(t»)(}-i Xik — 51'}' = 0.
Jk

Definido
(@it +6t)|@,(t + 61)) = Ay
(‘Pj(t)|<ﬁl(t + &)) = Bj;

(@it + 68)|pi (1)) = B, (3.104)
Z(@j(t)lq)k(t)))(}i Xik = Z 5jk)(]Ti Xik = z}(}ri Xij-
Ik Ik Jj

Usando estas definigdes em
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(@it +66)|@y(t + 1)) + Z«Zn(t + 8| () + Z(w,-(t)lq?l(t +80))x
k j

+ Z(%(t)lm(t))x}i Xue— 8 =0
Tk

obtemos

Ay +ZBJ(XU< +ZX}LL' Bji +ZX]Tinj —6;;=0
K K 7

Temos que xj; = xji, pois sdo reais e simétricos. Logo,

Ay + z B xil, + Z)(lj B + ZXUX; —-6;=0
k Kk j
Colocando esta Equacao na forma de matriz, temos

A+BYXT+XB+XXf—-1=0.

Esta Equacdo pode ser resolvida usando o método do ponto fixo. Para isso, vamos somar e
subtrair 2X, isto €,

2X - 2X+A+BIXt+XB+XXT—-1=0
2X=2X-A-BXt—XB-XXt+1=0

1
X411 = > [I-A+X,(0I-B)+{-BHX, —X2].

O célculo pode ser inicializado fazendo
1
Xo=5 [1—A]

Com X, calculamos (3.103). As matrizes A e B sdo calculadas usando as defini¢des (3.104).
Desse modo, em processo iterativo, obtemos uma nova matriz X. O processo se repete até que
se atinja uma convergéncia, que em geral é de 1 x 10~° com um nimero de iteragdes que varia
de 4 a 6. O calculo das velocidades dos orbitais, as quais sdo necessarias para o calculo das
energias cineéticas ficticias, sdo calculadas usando a equacédo das velocidades do algoritmo de
Verlet, ou seja,

l@;(t + 6t)) — o (t — 6t)) _
26t

lpi (1)) =
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3.11 TERMOSTATO DE NOSE-HOOVER

O termostato de Nose-Hoover é um método deterministico (em contraste com méto-
dos estocasticos, como o termostato de Berendsen) que promove uma extensdo do espaco de
fase do sistema ao introduzir um grau de liberdade adicional, denominado variavel térmica &.
Esta variavel atua como um "reservatorio térmico", garantindo que a temperatura do sistema
oscile em torno do valor desejado. Neste texto, inicialmente serdo apresentadas as equacgdes do
termostato de Nose-Hoover, acompanhadas por um algoritmo numeérico baseado no método de
integracdo Velocity-Verlet. Em seguida, faremos uma derivacdo detalhada, passo a passo, des-

sas equacoes.

3.11.1 Equacdes de Nosé-Hoover

As equacdes de movimento para as particulas do sistema sdo modificadas para incluir

0 acoplamento com a variavel térmica &, sendo dadas por:

| 4}
r,=—

m;
p; =F; —¢p;

onde r;, p;, m; e F; representam, respectivamente, a posicdo, 0 momento, a massa e a forca
atuante sobre a particula i. & é a variavel térmica (ou varidvel de atrito), responsavel por con-
trolar o fluxo de energia entre o sistema e o reservatério térmico. A dinamica da variavel tér-

mica & é descrita pela seguinte equacao diferencial:

1w p?
é == (Z — — ng Tdesejada)
O\ m:

em que Q é o parametro denominado massa do termostato (ndo € uma massa fisica real), deter-
minando o tempo de resposta do método. g é o numero total de graus de liberdade do sistema
(tipicamente g = 3N — 3 para sistemas sem restrigdes de momento linear total). kz é a cons-
tante de Boltzmann. Tyejada € @ temperatura alvo do sistema.

Observando que o termo cinético pode ser identificado como o dobro da energia ciné-

tica instantanea do sistema, ou seja,

|"3
~N

N
= 2K,
=1 t

3

L

a equacdo para ¢ simplifica-se para
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.1
S; = 6 (ZK - ngTdesejada)'

Dessa forma, fica claro que:

- Se 2K > gkpTyesejadar €NA0 & aumenta, resultando em uma redugdo dos momentos das parti-
culas (resfriando o sistema).

- Se 2K < gkpTyesejadar €NtA0 & diminui, permitindo o aumento dos momentos das particulas
(aquecendo o sistema).

A escolha adequada do parametro Q é crucial para o correto funcionamento do termos-
tato. Se Q for muito pequeno, a variavel ¢ oscilara rapidamente, provocando grandes flutuacGes
na temperatura. Se Q for muito grande, a resposta do termostato sera lenta, podendo ndo manter
adequadamente a temperatura desejada.

Uma estratégia frequentemente adotada para definir Q é relaciona-lo ao tempo caracte-
ristico 7, que controla a taxa de flutuacdo da temperatura:

Q = gkpTaesejada T

Tipicamente, em simulacdes de dindmica molecular, o valor de 7 € escolhido entre 0,1 e 2 ps.

3.11.2 Algoritmo de Integracdo da Equacdes de Nose-Hoover

Um esquema tipico para integrar as equagdes de Nosé-Hoover usando o algoritmo de
Velocity-Verlet pode ser sumarizado como:

1. Atualizar os momentos meio-passo:

A
it +At/2) = p(8) + 5 (F() ~ EOPi(1))

2. Atualizar as posi¢des em um passo completo At:
(t+ At/2
R+ Af) = () + a¢ PILETAL2)

L

3. Calcular novas forcgas F;(t + At).
Calcular as forcas atualizadas F;(t + At) com as posicdes recém-calculadas r;(t + At).

4. Atualizar a variavel térmica ¢ meio-passo:

. .- . A A
Calcule a energia cinética instantanea K (t + 71:)
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Em seguida, atualize a variavel térmica ¢:

At At
f( ) S;( ) + 5 A [ZK (t + 2 ) ngTdesejada
5. Atualizar os momentos com o0 novo é&:

pi(t + At/2) + l(t-i-At)

pi(t + At) =
1+ 7‘5(1: + At/2)

. o .y / . . . At
6. Completar a atualizacdo da variavel térmica ¢ em mais meio-passo r; (t + ?):

Calcule a nova energia cinética instantanea K (t + At):

N At
K(t+At) = ZM

: 2m;
=1

Em seguida:

At\ At
E(t+At) =¢ (t + 7) + 20 [2K (¢t + At) — gkpTaesejaaal

Esse esquema é iterado a cada passo de tempo. O procedimento acima garante uma
integracdo estavel e eficiente das equacdes de Nosé-Hoover. A precisdo e estabilidade depen-
dem diretamente da escolha apropriada do intervalo de tempo At e do parametro Q.

O termostato de Nosé-Hoover gera um ensemble candnico estendido, onde a tempera-
tura média converge para Tgesejaaq- EI€ preserva a ergodicidade (ao contrario do termostato
de Berendsen, que ndo é adequado para medidas de propriedades termodindmicas). Pode apre-
sentar oscilaces na temperatura se Q nao for bem ajustado.

O termostato de Nosé-Hoover é uma ferramenta poderosa para simulacbes NVT, ga-
rantindo que a temperatura seja controlada de maneira deterministica e fisicamente consistente.
Sua implementacdo requer cuidado na escolha de Q e no esquema de integracdo para evitar
artefatos numéricos. Nas secfes que se seguem vamos fazer a derivacdo passo a passo das

equacdes do termostato de Nosé-Hoover.

3.11.3 Derivacédo passo a passo das equacdes de Nose-Hoover

A derivagéo das equacOes do termostato de Nosé-Hoover inicia-se pela abordagem ori-
ginalmente proposta por Shinichi Nosé (1984), a qual foi posteriormente simplificada por Wil-
liam Hoover (1985). Essa deducéo utiliza os principios da mecanica Hamiltoniana estendida

e o formalismo de Liouville.
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Nosé propds um esquema para simular o ensemble candnico (NVT) por meio da extensédo
artificial do espaco de fase, adicionando uma variavel de escala s e seu momento conjugado
ps. O Hamiltoniano estendido proposto por Nosé é dado por

Y ps

s

Hyoss = z Zm:SZ +U(r) + % + ngTdesejadalns
i=1

onde:
p; e r; sdo, respectivamente, 0s momentos e as posi¢des das particulas.
s é uma variavel artificial de escala que controla a temperatura do sistema.
ps € 0 momento conjugado associado a variavel s.
Q é um parametro denominado "massa" associado a variavel s.
g € o nimero total de graus de liberdade (tipicamente g = 3N — 3 para sistemas sem restricdes
de momento linear total).
Taesejaaa € @ temperatura alvo do sistema.
U(r) é a energia potencial total, a qual ndo depende da variavel s.
Aplicando as equagdes de Hamilton ao Hamiltoniano estendido de Nosé, obtemos as
seguintes equacdes de movimento:

1. Equacdo para as posi¢oes r;:

Fo= aHNosé — Di
: (')pl ml-sz
2. Equacdo para 0s momentos p;:
. 0Hy
pi=— arc?se = F;
l
3. Equacéo para a variavel de escala s:
- aHNosé — &
dps @

4. Equacdo para 0 momento conjugado p:

N 2
. aHNosé | o ngTdesejada
Ps = — = +

ds Lam;s3 S

=1
Essas equagfes formam o conjunto completo inicialmente proposto por Nosé, que per-

mite a simulagdo correta do ensemble canénico (NVT).
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A simplificacéo feita posteriormente por Hoover (1985) elimina explicitamente a varia-
vel artificial s, resultando nas equagdes mais compactas do método conhecido atualmente como
termostato de Nosé-Hoover.

Um inconveniente importante das variaveis originais propostas por Nosé é que o sistema
é simulado num tempo virtual (t,;-¢), que se relaciona ao tempo real (t,.,;) pela expressdo

dtreqar = SAtyire.
Nessa equacdo, s é a varidvel artificial de escala introduzida por Nos€, que controla a tempe-
ratura do sistema. Além disso, 0s momentos virtuais p; das particulas estdo relacionados aos

momentos reais (fisicos) p}°®:

real _ &

dri dri d tvirt
dtreal dtvirt d treal ' S

Esse aspecto é problematico porque, em simulagdes de dindmica molecular (DM), geral-
mente desejamos trabalhar diretamente com o tempo real e momentos fisicos, ndo com varia-
veis escaladas artificialmente. A variavel s atua como um "fator de escala™ do tempo, estabe-
lecendo a relagdo dt.., = sdty;. ESSa relacdo indica que, quando s aumenta, o tempo real
avanca mais rapidamente que o virtual, e quando s diminui, o tempo real avanga mais lenta-
mente. Por exemplo, se s = 2, entdo um passo no tempo virtual equivale a dois passos no
tempo real. Originalmente, Nosé definiu os momentos virtuais das particulas como

B dr;
N G

Contudo, estamos interessados em obter 0s momentos reais (fisicos):

p

real _ dr; dry  dtyye  mp;
treal tvirt treal S
preal — mlpl .
! s

Hoover percebeu que a dindmica da variavel de escala s poderia ser convenientemente
reescrita em termos de uma varidvel de atrito . Inicialmente, a equacédo de evolucéo temporal

para s proposta por Nosé era:

s bPs
Q
Hoover introduziu uma nova variavel &, definida por
Ps
§=o
Q

Com essa definicdo, a equacao original torna-se:

§=¢.
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No entanto, esta equacdo esta expressa ainda em termos do tempo virtual t,;-.. Para con-
verté-la em termos do tempo real t,..,;, utilizamos a relacéo entre os tempos real e virtual
Atreal = Sdtyirt.
Dessa forma, obtemos
ds ds dtyye $

dtreal d Lyire d treal S

Como s = &, segue que
ds &

dtreal S
Hoover percebeu, entdo, que seria mais conveniente redefinir a variavel de atrito de forma a

absorver a escala s. Fazendo a redefinicao:

bs Santigo ]

ETLOVO - QS s
A equacao da variavel de escala no tempo real assume a forma simples:
ds £ _ $antigo s =&
dtreal novo s antlgo

Para manter a consisténcia interna e evitar confusées, Hoover absorveu explicitamente o
fator s na dindmica de ¢, resultando na equacao final, tipica das formula¢es atuais do termos-
tato de Nosé-Hoover:

ds
m = &novoS-

Com essa redefinicdo, a variavel & assume unidades inversas de tempo (tempo™1),
agindo como um termo de atrito nas equacdes dos momentos reais e regulando, assim, a tem-
peratura do sistema fisico simulado diretamente no tempo real.

Agora vamos aplicar a mudanca de variaveis as equaces originais de Nosé para obter as
equacdes no tempo real. Inicialmente, Nosé propds a equacdo para as posi¢des no tempo vir-

tual t,;, dado por

ar;  p;

dtvirt miSZ
Como sabemos gque 0s momentos reais (fisicos) estdo relacionados aos momentos virtuais por:

real

Pi = SD;

Substituindo essa relacdo na equagdo acima, temos:
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real real
ar; _sp;  p;

= > =
dtvirt m;s m;s

Convertendo agora para 0 tempo real (dt..,; = S dtiy):

dri _ dri _ l dri _ l . p?eal _ p?eal
dt,, Sdtyy sdtyy S m;s m;s?

Note que, nesta etapa, um erro frequente é cometido. Devemos reconsiderar cuidadosa-
mente essa expressdo acima para garantir consisténcia. Observe novamente gque originalmente,

temos

real

ar; _ p;

dtyy mys
Entdo, passando para o tempo real, obtemos

d’l"i d’l"i B 1 . pr'eal B pieal

1

dt,en Sdtyy S ms m;s?
Entretanto, observando cuidadosamente as definigdes fisicas, percebemos que o resul-

tado correto para as velocidades fisicas reais deve ser simplesmente a defini¢do usual do mo-
mento fisico dividido pela massa, ou seja:

real
ar; _ p;

d treal m;

Essa é a forma correta e final, ja que esta expressao € a definicdo fisica do momento real
(com unidades corretas).

Equacéo para o memento real

Agora, derivaremos a equagio para o momento real pi*al = p, /s:

dp?al _ d (& )
dtreal dtreal S

Aplicando a regra da cadeia, temos

real

dp;” _1dp; p; ds

== = 3.105
dtreal S dtreal s? dtreal ( )
Usando a relacdo dt,., = sdtyir, Obtemos uma equacao para 0 momento:
dp; dp; dt,; 1 F;
Pi 2P Thin _p - i (3.106)

d treal d tvirt d treal S S
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Para a variavel s, obtemos

= =és—=2¢. (3.107)
dtreal dtvir‘[ dtreal
Aqui, usamos as relacdes
ds dtvirt 1
= fs = —.
dtvirt dtreal S
Usando (3.107) e (3.106) em (3.105), obtemos
dpi” _1F_pi, _Fi_{p
dte SS S? sz s?

Usando p; = s p™*, obtemos

dpi™ _Fi _{spi™) _Fi §p

l —

dt..; S? s2
dpi _F,
dtreal 52

N

Por outro lado, para consisténcia fisica, a forca real deve ser igual a forca original de Nosé,
uma vez que a forca ndo depende da escala artificial s:

Fr.eal —
! (')rl-

L) _

i

Para garantir consisténcia com essa invariancia, a equagao acima deve ser multiplicada

por s? (e posteriormente identificamos que s = 1 no tempo real médio) ou, mais adequada-

mente, interpretada diretamente como uma expressao no limite fisico, s —» 1, garantindo a

forma simples das equacdes finais. Na verdade, a redefinicdo proposta por Hoover precisa-

mente simplifica essa complexidade, e a forma correta final obtida é diretamente:

real

dp; _
dtreal

Obtencdo da equacdo para a variavel &

=F. — {tpr_eal
i .

l

Para derivar a equagdo para a variavel de atrito &, partimos da expressdo original obtida

por Nosé para 0 momento conjugado p:

N

plZ _ ng Tdesejada

Zj =
s m;s3
i=1

S
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Lembrando que os momentos reais (fisicos) pi estdo relacionados aos momentos vir-

tuais por p; = s p*, substituimos esta definig&o, obtemos:

N
(S prieal)z _ ng Tdesejada

_ m;s3 S
=1

Simplificando a expressao, temos:

N
. Z 2(pleal)2 ngTdesejada Z eal)z ng Tdesejada
Ps = L, mys3 s
i=1 i=1
Sabemos, pela definicdo da variavel de atrito, que p; = Q¢, logo, p, = Q&. Substituindo isso

na equagéo acima, obtemos:

) 1 (preal)z
QE = ;( - ngTdesejada
i=1

m;

Multiplicando ambos os lados por s:

0sé = Z(p

Entretanto, € necessario ter cuidado com a interpretacdo da derivada em relacdo ao

real

- ng Tdesejada

tempo. Note que originalmente essa equacao esta no tempo virtual (t;.). Para converter corre-

tamente para o tempo real (t,.,), Usamos a relacdo entre tempos:

dtreal =S dtvirt
Entdo, temos:

Sé — dé— dé— dtreal = df s = g2 dE
dtvirt dtreal dtv1rt dtreal dtreal

Dessa forma, corretamente escrito, fica:

, d f (preal) 2
dtreal ¢ m;
=1

QS - ng Tdesejada'

Como no tempo real, tipicamente, desejamos trabalhar com a escala s = 1 (ou redefinir varia-
veis para absorver esse fator), Hoover simplifica essa expressao diretamente definindo varia-
veis de tal modo que, na prética, obtemos a forma final amplamente utilizada nas simula¢des

atuais:
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(preal
( - ng Tdesejada

Em termos da energia cinética instantanea K, definida como:

real\ 2
P )

2 m;
=1

d treal

a equacao pode ser escrita de forma compacta como:

dé 2 g
dtreal Q (K - 2 kBTdesejada)

Resumos das transformacdes Nosé - Hoover

Varidvel de Nosé | Variavel de Hoover | Significado Fisico
tyirt tea = J sdt,, | Tempo real escalado
pi real _ Pi Momento fisico real
|
S
Ps £ = Ps Variavel de atrito térmico
Q

As razdes para Hoover fazer essas transformacdes sdo: eliminar explicitamente a depen-
déncia artificial de s, utilizando diretamente variaveis fisicas e facilitar significativamente a
implementacdo computacional nas simulacGes de dinamica molecular (DM). Em resumo, as
equacdes no tempo real sdo apresentadas de maneira clara e consistente da seguinte forma:
Equacao das posicdes:

real

p;

Equacdo dos momentos fisicos:
preal F f preal
L

Equacéo da variavel de atrito:

N
. 1 realy 2
‘o < P

5 m;

- ng Tdesejada)

i=1
Essas equacOes descrevem o sistema de Nosé-Hoover, o qual conserva um pseudo-Ha-

miltoniano (ndo corresponde diretamente a energia fisica real):

(preal sz
Hﬁctlclo Z + U( ) + T + ngTdesejadaf f dt
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O termostato age como um reservatério térmico artificial, ajustando dinamicamente a

variavel de atrito ¢ para manter a temperatura media do sistema no valor alvo Tyegejada-

Referéncias:
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4 METODOS DE ESTRUTURA ELETRONICA

4.1 METODO DE HARTREE

Nosso objetivo, neste capitulo, é resolver a equagdo de Schrodinger eletrénica dentro
da aproximacdo de Born-Oppenheimer e desprezando qualquer efeito relativistico. Esta equa-

¢ao, na sua versdo independente do tempo, pode ser escrita como

n

Z 2247180 |rZ - R,| Zz‘mfo . l/J(T)
=1 a=1 i=1 > |

i= (4.2)
= E;(R)y;(1),
onde
n M n n
7 =Z V- Y et O
= Z —le] A1e, |rl o 4dmeg |rl — T]| (4.2)

é 0 operador hamiltoniano # do sistema. Aqui, r = r4,75,-,7, € R =R, R,,---, R, re-
presentam as coordenadas coletivas eletronicas e nucleares, respectivamente. m representa a
massa do elétron; h é a constante de Planck dividida por 2m; Z, representa 0 nimero atdmico
do nucleo a e e representa a carga do elétron. O primeiro termo de (4.1) representa o operador
para a energia cinética eletrénica; o segundo termo representa o operador para a energia de
interacdo elétron-nucleo e o terceiro termo é o operador da energia de interacdo elétron-elétron.
Y; (r) representa a funcdo de onda para o estado i do sistema. E;(R) é a energia do sistema
para o estado y;(r), a qual depende parametricamente das posi¢des nucleares R. Em geral,

usamos coordenadas atbmicas na Equacédo (4.1), ou seja, fazemos h = m, = 1/4ney, = e =

I n M n-1 n
L—Z_%Vg _Zz'rf—"ﬁZZﬁ Vi@ = E®n@. @3
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ndo podemos usar o método da separagdo de variaveis para resolvermos a Equacédo (4.1). Se
desprezarmos este termo, entdo poderiamos escrever o hamiltoniano como uma soma de ha-

miltonianos monoeletronicos:

o1 2z
RN
= 2 a=1|ri_R“|

i

= Z hi(ry), (4.4)
i-1

onde

) 1 - Z
hi(r;) = —Eviz - zm
a=1

Neste caso, a funcdo de estado pode ser escrita como um produto de fun¢des monoeletrdnicas,
isto &, Y(r) = @,(r1) e, () - @, (r,). De acordo com o método da separacdo de variaveis
para solucdo de equacdes diferenciais parciais, cada uma destas fun¢bes monoeletrdnicas
@, (1r;) satisfaz uma equacéo de autovalor:
hi@1(ry) = €191 (1)
hy@2(13) = €20,(12)

iingon(rn) = €n0n(T0).
Neste caso, a energia total E;(R) do sistema é dada por

Q1) @a(ry) - n(1ry)

Ap(@) = [Z D

= (61t e+ +€)P1(r)P2(r2) - 0r(rn) = E@(r)po(13) -+ n(1y)

= EyY(r).
Este resultado mostra que se desconsiderarmos o termo de interacdo elétron-elétron, entdo a
energia total do sistema sera dada por

E(R)=€;+€,+ -+ €,
Vale observar que neste tipo de calculo os elétrons sdo tratados como particulas independentes
e 0 processo nao é iterativo, ou seja, a equacdo de Schrddinger é resolvida numa Unica etapa.
Infelizmente, a interacdo elétron-elétron é muito importante para ser desprezada. Devemos,
portanto, procurar uma solucdo para a equagéo de Schrodinger sem desprezar este termo.
Em 1927, Douglas Rayner Hartree (27/02/1897 — 12/02/1958), professor da universi-

dade de Oxford, Inglaterra, teve a brilhante ideia de considerar o elétron se movendo sob a agéo

de um potencial médio formado pelos demais elétrons e o0s nicleos. Assim, estamos incluindo
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de certo modo os efeitos das interacGes do elétron i com os demais elétrons. O elétron j que

interage com o elétron i considerado pode ser descrito matematicamente como

[ o1y

O operador hf de Hartree para o elétron i pode, entdo, ser escrito como

Ry :__VZ er— a|+2f¢1(rj)

A = h; +V(ry),

onde definimos,

1 5z
hi = —=V?— E — ¢
2 - |ri_Ra|
a=1

¢;(r;) dr. (4.5)

e
@:(ri)p;(r
V@) —Zf‘l’;(rj) | ¢;(r;) drj = fz ]l(r])_ ;(lj) T
J#i J#i (4.6)
_ f p(r) ar,
lr — 1
com p(r) dado por
n
2
pa) =) |o; ()"
Jj#i
O hamiltoniano total para os n elétrons pode, entdo, ser escrito como
n
——V2 Z +ZJ d
Z |lr; — al #j (1) |r =7 rl| #;(r;) dr
4.7

n
- z h
i=1
Como o hamiltoniano total foi escrito como uma soma de hamiltonianos monoeletrénicos, en-
tdo a funcdo de onda total pode ser escrita como um produto de fungdes de onda monoeletro-
nicas, ou seja,
V(@) = @1(r) e (r2) = o (). (4.8)
Aqui, Y (r) representa a funcdo de onda total do sistema e r representa as coordenadas de todos

os elétrons. De acordo com o método da separacao de variaveis, esta aproximacéo leva a um

conjunto de equagdes monoeletrénicas:
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ﬁ¥|(,01(7'1)) = &)1 (1))
Fl?kﬂz(rz)) = &|p,(1r2))
W13 (r3)) = e5l93(rs)) 4.9

;\lgl(pn(rn)) = gnl(pn(rn))-
A energia total do sistema € dada por
E=&+e+-+e,

As energias dos orbitais sdo calculadas como
& = (fpi(ri)mﬂfﬂi(ri))

= <<Pi(7‘i) —5 Vi g=1|rZ—R|+Z,¢l %dﬁ <Pi(7‘i)>
= (00| -3V |0ro) - i<<pl(rl>||,. o)
+;<<pl(r1)<p](r]) | | (pl(rl)<p](r])>
ou
= [ witro |yv2] euroar. - Z [ e ar
(4.10)

_I_fpi(ri)pn—i(r) drdr,

lr — 7]
Aqui, p;(r;) representa a densidade eletrénica do elétron i e p,,_;(r) representa a densidade

eletrdnica devido aos n — i elétrons, ou seja,

p) = ) |oy(1)|

J#i
O primeiro termo do lado direito de (4.10) representa a energia cinética do elétron i; o segundo
termo € a energia potencial de interacdo do elétron i com os nlcleos; o terceiro termo é a ener-
gia de interacdo do elétron i com os outros n — 1 elétrons.

Devido ao potencial de Hartree, expressao (4.6), o processo agora é iterativo, pois o po-
tencial de Hartree depende de todos os outros orbitais. Nas solu¢fes das equagdes monoeletro-
nicas de Hartree, iniciamos o processo chutando funcbes de ondas para todos os orbitais ocu-
pados. Com essas fungdes iniciais construimos o potencial de Hartree. Em seguida, resolvemos

as equagdes monoeletrdnicas e usamos 0s novos orbitais obtidos para construir um potencial
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de Hartree melhor. Com o0 novo potencial de Hartree, resolvemos novamente as equacdes de
Hartree (4.9) para obter orbitais monoeletrénicos melhores. O procedimento se repete até atin-
gir algum critério de convergéncia, que pode ser, por exemplo, até que a diferenca de densidade
p(r) entre dois ciclos consecutivos similares dentro de certo limite preestabelecido.

No método de Hartree, os elétrons sdo completamente descorrelacionados, ou seja, 0
movimento do elétron 1 é independe dos outros n — 1 elétrons. Para ver isso, considere a Equa-
cao

[W@ry,rs, e r)Pdry e dry = 1@ ()@ (1) -+ 0 (rp)1?dry - dry,
= lp1(r)dry - | (ry) |2 drsy,.
Vemos, nesta Equacdo, que a probabilidade de encontrarmos o elétron 1 na posicédo r; € inde-
pendente das posi¢Oes dos outros elétrons. Outro fato € que os elétrons sdo distinguiveis, pois
a funcdo de onda de Hartree é construida como um produto de funcdes monoeletronicas, ou
seja,
YT, ) = @)@ (12) - o ().

Neste caso, sabemos que o elétron 1 esta no orbital ¢, (1), 0 elétron 2 estd no orbital ¢, (r,)
etc. Outro fato que também depdem contra a funcéo de onda de Hartree é o fato de que ela ndo
é antissimétrica, ou seja, a funcdo de onda ndo muda de sinal quando permutamos as posi¢es

de dois elétrons: Y(r,r,, -+, 1) = Y(ry,ry, -, 1ry).

4.2 METODO DE HARTREE-FOCK

Em 1930, Vladimir Aleksandrovich Fock (S&o Petersburgo, 22/12/1898 — 27/12/1974),
melhorou 0 método de Hartree usando uma func¢éo de onda melhor, ou seja, usando uma funcéo
de onda antissimétrica. Este novo procedimento ficou conhecido como método de Hartree-
Fock.

4.2.1 Funcéo de onda antissimétrica e determinante de Slater

Sejay (x4, x,) a funcdo de onda que descreve o estado de um sistema formado por duas
particulas. A probabilidade de encontrarmos a particula 1 no elemento de volume dx; e a par-
ticula 2 no elemento de volume dx,, onde x; e x, denotam as coordenadas espaciais e de spin

das duas particulas, é dada por
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P(x1,x2) = [(xq, x)|*dx,dx,. (4.12)

Como a funcdo densidade de probabilidade esta elevada ao quadrado, temos duas situacoes
possiveis para a funcdo de onda que satisfaz a Equacgdo (4.11): ¥ (xq, x;) ou —(xq,x5). A
funcdo de onda ¥ (x4, x,) poderia ser escrita como um produto de duas fung¢fes de uma Unica
particula, ou seja, ¥ (xy, x,) = @1 (x1)@,(x,). E claro que a funcio de onda assim escrita tam-
bém satisfaz (4.11). No entanto, estamos dizendo que as particulas séo distinguiveis, ou seja,
estamos dizendo que ¢, (x;) é a funcdo que descreve a particula 1 e que ¢, (x,) € a funcdo que
descreve a particula 2. Como as particulas s&o indistinguiveis, entdo essa formulacéo ndo pode
estar correta. Devemos entéo fazer uma combinacéo linear, ou seja,

Y1, x2) = 91 (x1)92(x2) + 2 (x1) 91 (x2) (4.12)
ou

P, x2) = 1) P2 (x2) — 92 (x1) @1 (x2) (4.13)
As funcdes (4.12) e (4.13) de fato representam duas classes de particulas. A funcdo (4.12)
representa uma classe de particulas chamadas de bdsons que obedecem a estatistica de Bose-
Einstein. Essa classe de particulas é responsavel pelas forcas entras as particulas, como, por
exemplo, fétons, gluons, bosons w, bésons Z. Observe que se fizermos x; = x, em (4.12), a
funcéo ndo se anula. Isto significa que essas particulas podem “empilhar” uma sobre as outras.
Agora, se fizermos x; = x, nafuncdo (4.13), a funcdo se anula. Isto significa que probabilidade
das duas particulas idénticas estarem ao mesmo tempo no mesmo lugar é nula. Essas particulas
sdo chamadas de férmions porque obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e formam a matéria
conhecida. Este fato é conhecido como principio da excluséo de Pauli. Este principio, proposto
por Wolfgang Pauli, em 1925, afirma que duas particulas fermidnicas idénticas ndo podem
ocupar 0 mesmo estado quantico simultaneamente, ou seja, a funcéo de onda de um sistema
composto por dois férmions idénticos deve ser antissimétrica, ou seja,
P(x1,x2) = —h(xz, xy).

Vimos que o ansatz de Hartree para a funcdo de onda de um sistema de duas particulas,
por exemplo, é dado pelo produto de duas funcBes monoeletrénicas: Y(x;,x,) =
x1(x1)x2(x,). Daqui em diante, vamos usar a letra grega y para representar spin-orbitais e a
letra x para representar as coordenadas espaciais e de spins das particulas de um sistema.
Quando nos referirmos somente as coordenadas espaciais, usaremos a letra r. Assim, y, repre-
senta o spin-orbital da particula 1 e x; = (4, s;) representa as coordenadas espaciais e de spin
da particula 1. Mas, pelo principio da indistinguibilidade, particulas como os elétrons sdo in-

distinguiveis. Na mecanica classica, mesmo particulas idénticas podem ser distinguiveis, pois
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podemos seguir as suas trajetorias. No entanto, na mecanica quantica ndo podemos seguir as
trajetdrias das particulas, devido ao principio da incerteza, e, portanto, particulas idénticas sdo
indistinguiveis. Neste caso, o produto de Hartree poderia também ser escrito como

Y1 x2) = xa(x2)x2(x1),
ou seja, permutando as coordenadas das particulas 1 e 2. Esta funcéo seria igualmente valida
pelo principio da indistinguibilidade. Contudo, este novo produto de Hartree também n&o sa-
tisfaz o principio da exclusdo de Pauli. Matematicamente, poderiamos construir uma funcéo de

onda antissimétrica combinando linearmente (Equacdo (4.13)) estas duas funcdes:

1
V(X1 Xx2) = ﬁ D () x2(x2) — x1(x2) x2(x1)].

O coeficiente 1/+/2! é a constante de normalizacéo da fungdo de onda. Esta combinagéo linear

pode ser representada mnemonicamente na forma de um determinante:

i xi(x1)  xa2(x1)
V2Tl (xz)  xz(x2)l

Este determinante é conhecido como determinante de Slater. Para um sistema com n particulas,

V(X x2) =

a funcdo de onda pode ser obtida usando o determinante de Slater da seguinte forma:
x1(x)  xa(xz) - xa(xp)
_ T [2(x) x2(x2) -+ xalxp)
1!’()(1')(2"":)(11) _ﬁ ] .

Xn(xl) Xn(‘xz) Xn(.xn)

1 n!
= \/_njz(_l)pi?i(Xl(xl)Xz (x)x3(x3) "’Xn(xn))-

P; é 0 operador de permutacdo que permuta os indices das coordenadas x;. O sobrescrito p;
representa o nimero de operacgdes de permutacBes que devemos fazer para restaurar a sequén-
ciaoriginal dos indices das coordenadas x;. Por exemplo, para o produto y; (x;)x,(x;) x3(x3),
p; = 0, pois os indices x; j& estdo na sequéncia correta. Para o produto y; (x1)x,(x3)x3(x>),
p; = 1, pois precisamos fazer uma operacéo de permutacdo para restaurar a sequéncia correta,
isto é, 1,2,3. Para o produto y; (x3)x,(x;)xs(x,), p; = 2, pois precisamos realizar duas ope-
racOes de permutacdo para restaurar a sequéncia correta que € 1,2,3. Como exemplo, vamos
obter a funcdo de onda ¥ (x1, X2, x3) para um sistema de trés elétrons usando o determinante
de Slater.
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x1(x1)  x2(x1)  x3(xq)
Y(X1 X2 X3) = ﬁ x1(x2) x2(x2) xs3(xz)
ra(x3)  xa(x3)  xs(xs)

1
= ﬁ Der () x2 () x3(x3) — x1 () x2(x3) x3(x2) — x1(x2) x2(x1) x3(x3)

+ x1(x2) x2(x3) x5 (x1) + x1(x3) x2(x1) x3(x2) — x1(x3) x2(x2) x5 (x1)].
Observe que o nimero de parcelas do determinante é dado por n!, onde n é 0 nimero de ele-

trons. No nosso exemplo, temos 3! = 6 que é o nimero de parcelas da funcao de onda. Como
pode ser facilmente verificado, esta funcdo de onda é antissimétrica em relacdo a permutacao

das coordenadas de dois elétrons.

4.2.2 A funcdo de onda de Slater ¢ normalizada

Se os spin-orbitais y forem ortonormais, entdo a fungéo de onda obtida usando o deter-

minante de Slater é normalizada. De fato,

Wl) = (= T Dt o) = 1)) | T D (s () )

n!
Como os spins-orbitais y’s s@o ortogonais, por definicdo, entdo as permutagdes que ocorrem
no vetor bra, (x;(x1) - xn(x,)|, devem ser iguais as permutacdes que ocorrem nos spins-
orbitais |y;(x1) - xn(x,)). Portanto, a paridade das permutacGes é igual tanto do lado es-
querdo quanto do lado direito, ou seja, (—1)P - (—1)?" — 1. Agora, se fixarmos um spin
orbital, os outros (n — 1) spins-orbitais poderdo permutar entre si, 0 que gerard (n — 1)! per-

mutacgdes. Consequentemente, devemos ter
1
= o [(n — D! {1 (x)xa(x)) + (n = D! o () [x2(x2)) + -+
+ (n = D! O (o) [xn ()]

1
= (0= DG ()l (02)) + O () 122 (02)) + -+ + Ot () L2 ()]

1 1
=—(n—1)![1+1+---+1]=—n(n—1)!=1
n! —| n!

nvezes

Portanto, concluimos que a funcéo de onda obtida como um determinante de Slater é normali-

zada.

4.2.3 Particdo da densidade eletrénica

A funcdo da densidade de probabilidade eletronica, ou simplesmente densidade eletro-

nica, para uma fungdo de onda antissimétrica é dada por
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p(x) = ZI)(L-I2 (4.14)

De fato, considere uma funcado de onda ¥ (x4, x5, -+, x,,) de n elétrons. Aqui, x; denota
as coordenadas espaciais e de spin do elétron i. A probabilidade de encontrarmos o elétron i
no elemento de volume dr; e 0s outros elétrons em qualquer lugar do espaco é obtida inte-

grando sobre as coordenadas de todos os outros n — 1 elétrons, ou seja,

P = [f Y (xq, %o, 0, X)) P (Xq, Xp, 0, X)) dXq - dXj_1dXjyq - dxn] dx;.

Portanto, a expressao formada pelas integrais entre colchetes representa a funcao de distribui-

cao da densidade eletronica de probabilidade do elétron i, ou seja,

pi(xi) = .f l/)*(xli xz, o ;xn)lp(xl; x2; ttty xn) dxl e dxl'_ldxi+1 ce dxn.

Agora, a probabilidade de qualquer elétron ocupar o elemento de volume dr € exatamente a

soma de p;(x;) comi = 1---n, ou seja,

n
p(x) = Z pi(x) =nX f ll}*(xl, X2, 'xn)lp(xlﬂxZ' Y xn) dx,dx;z - dxpy.
Como todos os elétrons sdo iguais, removemos o subscrito i de x;. Agora, usando uma funcao

de onda antissimétrica, isto é,

B A
lp—m i iX1(X1)X2(X2) *** In{Xpn

e substituindo em (4.15), obtemos
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p(x)
=n <\/% Y (= DPiPo () x2 (x2) -+ X ()

\/%Z?!(—l)pifpiX1 (x)x2(x3) "')(n(xn)>

(n—-1)! (n—1)!
n
== X1X1 Z Pilxaxs - XnlXaXs = xn) + XoX2 + X2X2 z Pilxaxs - XnlX1X3 - Xn)
) i£1 i£2
(n—-1)!

+ X3X3 z PilxaxaXa - XnlXaiX2Xa - Xn) + -
i#3

(n-1)!

+ XnXn z PilxaxaXa - Xn—1lX1X2Xa " Xn—-1)

i#n
n
= 5[(71 - Dixixa+m—=Dlxox, + (n—=D!xzxs + -+ M —1)! xpxnl
n! .
= ;(xi*xl +Xox2 F X3xz ot Xnxn) = Z)a)a = Zl)alz-
i i

Portanto, se a fungdo de onda puder ser escrita na forma de um determinante de Slater, entdo a

densidade de cargas no ponto x pode ser calculada por

p() = Y luGI (4.16)

Para o caso especifico em que o orbital for duplamente ocupado, entdo podemos escrever
n/2 (4.17)
p() =2 loyI
i

onde r representa um ponto do espaco e r; as coordenadas espaciais da do elétron.

4.2.4 Formalismo matematico do método HF

Com o objetivo de simplificar a nossa notacdo, vamos separar o operador do hamilto-

niano total 7 dado, em unidades atomicas, por
n 1 n Z 1
N e
i=1 2 i=1 a=1 |ri B Ral i=1 j>i |ri - r'l

em uma soma de dois operadores, ou seja,
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n
weS (S ) S e
Iri — al ri—7]

i=1 i=1 j>i

onde F; representa o operador de um elétron dado por
n 1 M Z n

7=y (-39t-) )= S

i=1 2 a=1 ITi = R i=1

1=

onde fizemos

M
~ 1 Z
hiz__viZ_ E e
2 |ri_Ra|
a=1

H, representa o operador de dois elétrons dado por

n-1 n n
B Tij
i=1 j>i Jj>i

onde ;; representa a distancia do elétron i ao elétron j. A energia total do sistema, nesta nova

|||
ﬂM?

notacdo, sera dada por
= (W[ [w) = (|7 + Fo[w) = (| F[) + (V|72 |w)
= ([Ha[w) + (D]H:|p). (4.18)
Como ja dito anteriormente, os elétrons séo indistinguiveis. Como consequéncia deste fato, as
integrais do tipo (i |h;|w) sdo iguais para todos os elétrons, isto €,
(Wlhi[w) = (Wlhs|9) = -+ = ([Ay ).
Consequentemente, a primeira integral de (4.18) pode ser escrita como
(W] [w) = (] Ziza b )
= (Y|hy + hy + - + Ry |Y)
= (Wlha ) + (lRa ) + - + (] [)
=n- (|hi]w).
Vale lembrar que o operador &, s atua na funcéo de onda do elétron 1. Nesse sentido, devemos
ter ; = P;, onde P; representa a permutacdo dos orbitais monoeletronicos bra e P; representa
a permutagdo dos orbitais ket. Se P; # P, entdo a integral (y|h,|y) sera nula. Por exemplo,
suponha que o elétron 1 permute com o elétron 2 no vetor ket abaixo:
VACHPAC A EDI P ACT) IR IEI))

Como o operador h; s atua nas coordenadas do elétron 1, entdo podemos escrever
0

(X1(x1)|7l1|)(2(x1)> (X2 (x2) [ x1 (x2)) (xs(x3) | x3(x3)) = ()(z(xz)lfhl)(z(xﬂ) 0-1=0.
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Este resultado adveio do fato dos spin-orbitais serem ortonormalizados. Expandindo a primeira

integral de (4.18) usando o determinante de Slater em termos dos spin-orbitais, obtemos
(][} = n - (]h|v)
= n{ =2 DR ()

TG ILLTPACNESHEN))

1 ~
== > Y D EDP () n )| P G Ge) 1 (20)
iJ

1 n! X
= nEZ(—l)Zm(Pi()(l(xl) AW A ACACH IS HED)))

n!

1 ~
= mchi()(l(xl) "'Xn(xn))lhllipi()(l(xl) "'Xn(xn)»

(n 1), {(n <X1(x1)|ﬁ1|)(1(x1)> +(n-1! (Xz(x1)|fl1|)(2(x1)> +

+ (Tl - 1)! <Xn(x1)|iil|)(n(x1)>}

1 ~ ~ ~
= (n—1)! (n—1)! {<X1(x1)|h1|)(1(x1)> + (Xz(x1)|h1 |X2(x1)> + ot (Xn(x1)|h1|)(n(x1)>}

n

= Z(Xa(xl)lﬁll)(a(xl»'

a

Ao fixar um elétron na sexta linha da Equacdo anterior, ainda podemos permutar 0s outros
(n — 1) elétrons restantes, o que nos da (n — 1)! termos. Dai a presenca do fator (n — 1)! que
multiplica cada parcela da sexta linha. Consequentemente, a primeira integral pode ser escrita

como

n

WIALY) = D (ta G| a )

a

Com o objetivo de simplificar a notacdo, vamos denotar o lado direito desta Equacdo simples-

mente por ¥%(a|k|a), ou seja,

n

WIAY) = D (el alxa@) = ) (alh]a). (4.19)

a

Antes de analisarmos as integrais de dois elétrons, vamos revisar a seguinte regra de
contagem: suponha que vocé tenha n objetos e deseja forma grupos com k objetos. Quantos
grupos podem ser formados usando os n objetos? A contagem destes grupos é dada pela for-

mula binomial
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!
(Z) " k! (nn— 0!

Usando a férmula binomial para calcular o nimero de integrais de dois elétrons, obtemos

> <l/)| T12 7'13 7’14 |l/)> e 1)< |T12 |l,b>

Agora, usando a funcdo de onda dada pelo determinante de Slater,

(Wl FEalw) = (| 22 5

1 n!
= ﬁ Z (—1)Pip; ()(1 (x1) = Xn (xn))'
obtemos

WIal) =" o o)

e rzn'( DMt () = 10 | 7 | e Z 0P (s () s )
@122( 1)p‘<? FACHE )(n(xn))l—l( INRACACHR )(n(xn))>

O operador 1/r;, afeta somente os elétrons 1 e 2. Os demais elétrons tém que sofrer a mesma
permutacdo, se ndo a integral zera. Isto nos deixa (n — 2)! permutagdes possiveis. Se fixarmos
P;, temos duas possibilidades para 2;, ou seja, suponhamos, por exemplo, que p; = 0. Isto €,
que os elétrons 1 e 2 ndo foram permutados no vetor bra. Temos duas possibilidades para o

vetor ket:

lx1(x)x2(x2)) p; =0
(1 () x2(x2)|
i) x2(x1)) pi=1

Denotando y;(x;) por x,(1) e x,(x,) por x,(2) e usando estes resultados na avaliacdo das

integrais de dois elétrons, obtemos

(|l = "R NN e @)

a=1b=1

- %Z IZ (ra ()| 7=

Consequentemente, as integrais de dois elétrons podem ser escritas em termos dos spin-orbitais

W12 = 1(Dxa(2)

KW@ = 1 (Dxa(2),

como

(|7 |p) = %Z Z [(xe )] 5=

a=1b=1

X WH®) = (W1 @)] 5= |1 Vx|

181



n n
_ 12
2
a=1b
Na tltima linha, definimos
1
<Xa(1))(b(2)|r_
12

Podemos simplificar ainda mais a notagéo, fazendo y, = a e x, = b:

n n

. 1
(¥[Halp) =5 ) ) [ablab) — (ablba)]

[ (Dxp ) xa (W xp(2)) — (ra(Wxp ) s (D xa(2))].
1

X1 2) = U D ta (D ),

" (4.20)
= Z [(ab|ab) — (ab|ba)].

Se o conjunto dos spin-orbitais {1, x2, X3, *** Xn} forem conhecidos, podemos calcular a

energia E total do sistema usando (4.19) e (4.20), ou seja,

E = (Y|F ) = (P|H1 + Fa ) = (| FL]0) + (]| Hz [)

n ~ 1 n n
E = Z(a|h|a) + Ez Z[(ablab) — (ab|ba)]. (4.21)

a=1b=1

Observe que em (4.21) ndo temos o problema da auto-interacgao, pois se o elétron 2 for o ele-

tron 1, entéo (o (1)1, (D xa (D (1)) = (xa(Dxp (D1xp (1) xa (1)) € teremos (v |H; ) =
0. O problema de (4.21) é que ndo conhecemos 0s spin-orbitais. Este problema pode ser con-
tornado usando o teorema variacional.

Usando o teorema variacional, podemos minimizar a Equacdo (4.21) sujeita a restricdo

de ortonormalidade dos spin-orbitais {1, x2, X3, *** Xn}, OU S€ja,

zn: zn: €ap ((XalXp) — 6ap) =0,
a b

onde &,;,’s representam os multiplicadores indeterminados de Lagrange. Com esta restricao,

vamos construir um novo funcional dado por

L[X] = E[X] - Z Z gab(()(al)(b) - 6ab)-
a b

Agora, com a ajuda de (4.21), podemos expandir E[y] em termos dos spin-orbitais, ou seja,
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Lix] = Zn:)(alhlxa +%zn:i <xaxb

a=1b=1

- Z Z eap (XalX6) = ab).
a b

Minimizando este funcional em relagéo ao spin-orbital (yx,| e igualando a zero, obtemos

2 S bl +35 ool
- z Z €ab ((XalXp) = 6ab)l =0
a b

Axa)+ ) (@7 e Wn®@) - (6@ 1 [p (@)
H (4.22)
= ew (D) = 0

b

1
Xa)(b> <Xa)(b|@|)(b)(a>]

1
Xa)(b> <Xa)(b| E|Xb)(a>]

Observe que em (4.22) o fator 1/2 desaparece. Isto se deve ao fato dos elétrons serem indis-

tinguiveis e o elétron 1 pode ser permutado com o elétron 2, ou seja,

5
5xa(1)

{1 Y 0@ 2 [ @) - (@) 5 |xb(1)xa(2))]}

2

a=1b=1

1 n

1

D2 (xb<2)|@
b=1

i (@]

b=1

Por exemplo, seja um sistema de dois elétrons. Neste caso, teriamos

X W0®) - 2 (6@ 1= [p (@)

e (D1@) - (6@|7 6 Mx@)]
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LS Y @]

a=1b=1

*e(W0®) ~ (W@ 5 6 Wx@)]

= %{<X1(1)x1(2)| a0 OB @)~ 1@ 7 [ D)

=0

+ W@ [ We®) - (nWE@)| i [EOn®)

+eWu @] LW @) - (O] 6 WrRE)

+ (W@ 7 Me@) - (LOrR®)| 7 xz(l)xz(z)>}

=0

=%{<X1(1)X2(2)|%|X1(1)X2(2)> (@] mne)
+HeMnu|i en®) - (0@ aOe@)

Como os elétrons sdo indistinguiveis, entdo podemos permutar o elétron 1 com o elétron 2 sem

altera o valor das integrais de Coulomb e de troca, ou seja,

(0@ [ W0 @) - (Ou|7: o W)
= (@7 @) - (@] n@n0),

Portanto, devemos ter

ISV [t @]

a=1b=1

e W@) ~ (W12 5= |1 Dxa )]

= %{2 [<X1(1)X2(2)| ?12 |)(1(1))(2 (2)> - <X1(1)X2 (2)| % |X2(1)X1(2)>]}
= (W@ 1= 6 WR®) - (O] 7 LOKu®)

Definindo o operador de Coulomb do elétron 1 por

Ilta() = (1@ 5= 16 @) 1xa(D)

e 0 operador de troca do elétron 1 por

R lxa(D) = (1] 7 [1a@) (D),

podemos reescrever (4.22) da seguinte maneira:
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Rlxa(1)) + {Z [3,(D) fcbm]} Xa(D) = ) ap 1 (1) = 0
b=1 b

{ﬁ(l) + Z[jb(l) = fcb(l)]} lXa(D) = Z Eap | Xp(1)) = 0 (4.23)
b=1

b
Definindo o operador de Fock como

F=h1)+ Z[jb(l) - 7, (D], (4.24)
b=1

podemos reescrever (4.23) como

Flxa(D) = ) Epa l1p(D). (4.25)
b

Se multiplicarmos (4.25) a esquerda por y;,, obtemos
Epa = (xp1Flxa)- (4.26)

Claramente, (4.26) fixa os multiplicadores de Lagrange que foram introduzidos inicialmente
de modo arbitrario. E importante observamos aqui que uma vez resolvida a Equago (4.25), 0s
multiplicadores de Lagrange £,, sdo constantes. O operador de Fock atuando no vetor |y,)
resulta em um outro vetor que é representado pela combinacao linear de todos os orbitais ou
vetores. A Equacdo (4.25) ndo é uma equacdo de autovalor, pois o lado direito é uma combi-
nacédo linear dos n spin-orbitais. Seria interessante encontrarmos um conjunto de autovetores
|x,) de tal modo que a interpretacdo fisica de (4.25) fosse mais intuitiva, mas que ainda satis-
fizesse (4.25). Expandindo (4.25), obtemos:

ﬁ|)(1) = &En1lxa) + Ealx2) + 831|X3) + -t 8n1|Xn>
73|X2) = E2lx1) + Ex2lx2) + 832|X3) + -t 8n2|Xn>

f'l)(n) = glnl)(l) + anl)(z) + 83n|X3> + et gnnl)(n)
Este sistema de equacdes pode ser escrito de forma compacta como

811 812 gln
521 522 821’1
Frx2x3 X)) =01 X2 X3 " xn)| €31 €32 Esn
En1 &z v Emn
ou
Fx=x€ (4.27)
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onde y € um vetor linha contendo os n spin-orbitais que resolve (4.25). Se U é uma matriz
unitaria, ou seja,
uut =ufu =1,
entao
det(UTU) = det(U") det(U) = [det(U)]* det(U) = |det (U)|? = 1.

Aqui, usamos a propriedade dos determinantes que diz que o determinante de uma matriz é
igual ao determinante da sua transposta (teorema de Binet). Como U € uma matriz que pode ser
complexa, entdo det(U) = e'*, onde a é um fator de fase. E claro que se U for real, entdo

devemos ter det(U) = 1. Vamos definir uma matriz A dada por

@ x(1) - x(1)

Az 0@ @) - @)

() x.(n) - xn(m)

A funcdo de onda do estado fundamental é dada pelo determinante da matriz A, ou seja,

() x(1) - xa(D)
Wy = L@ @ - @

ol : :
xm) xo(m) - xn(m)

Lembre-se que detA = detAt. Agora, vamos definir um novo conjunto de orbitais {x/} obtido

do velho conjunto de orbitais {y,} através de uma transformacédo unitaria, ou seja,

Xa = z XbUpa-
b

Néo é dificil ver que a matriz A’, que corresponde a matriz A, mas que contém os orbitais

transformados y,, pode ser obtida como

x1(1) x (1) - Xn(l) Upr Uz - Uy
A =AU = X1.(2) Xz'(z) Xn‘(z) U:21 U:22 Uzzn
Xl(n) Xz(n) Xn(n) Ui Upz - Upy
21D Y1) - YR
X1Q2) x2@2) - x'n(2)
XYi(m) x.m) - x'n(m)
Consequentemente,

det(A") = det(U) det(A).
ou, de modo equivalente,
|¥'o) = det(U) |¥,) = e'|W¥,).
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Este resultado mostra que as fungdes de onda |¥',) e |¥,) diferem entre si apenas por um fator
de fase que nao interfere nas propriedades, pois, o que tem significado fisico é |¥|2. Se U for
real, entdo, |¥',) e |¥,) sdo idénticas. Portanto, para todos os propdsitos, |¥',) e |¥,) sdo
idénticas. Vale destacar que os spins orbitais y, sdo, portanto, deslocalizados. Isto significa
que os spins orbitais que torna a energia estacionaria ndo sdo unicos. Spins orbitais deslocali-
zados ndo sdo fisicamente mais significativos do que os localizados. Algumas teorias, como
por exemplo, a teoria NBO, explora essa propriedade dos orbitais para construir orbitais mole-
culares localizados, facilitando, assim, a interpretacdo quimica dos orbitais. O importante aqui
€ um conjunto de orbitais que minimiza a energia.

No operador de Fock, os Unicos termos que dependem dos orbitais sdo 0s operadores
de Coulomb e de troca (Equacdo (4.24)). Agora, usando os orbitais transformados y, =

Y5 Upaxp NO operador de Coulomb, temos

Y 3 =) (ra@ |7 ) e@) = ) (Zo 10Una@ | 5= | Ze xeVea ()

= Zz ZUZaUca <Xb(2)|%
b ¢ a

= zb: Z(UUT)M <Xb(2)| % Xc(2)> = Z,:Z Spc <Xb(2)| %

= (@] @) = Zjb(n

b
Aqui, usamos o fato de que as linhas ou colunas da matriz U sdo ortononais. Portanto,

Y W= (b b@) =) 4.
a b b

Vemos, portanto, que o operador de Coulomb é invariante com respeito a transformacao uni-

xe(@)

1)

taria. O mesmo pode ser feito para o operador de troca. De fato,
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> Ucaxc(1)>

> Ri= ) (Xa@ |7 @) I a(D) = ) (80 Uara® |7 [16@)
=D Vsalea (@] 7 1) e D)
a b ¢
= Z Z (Z U,’,‘aUca> <xa(2)| ?12 |)(k(2)> |xc(1))
b ¢ a

= > > WU (1@ 5 @) 1xe()
b ¢

=2 e (@] 5 @) 1) = D (@] 7 @) Lo ()

b ¢ b
- 2%
b

Concluimos, portanto, que o operador de troca € invariante com relacdo a uma transformacao
unitaria. O operador de um elétron (k) ndo depende dos orbitais. Sendo, portanto, independe
de uma transformacéo unitéaria. Usando U em (4.27), obtemos

FxU = yUUTEU. (4.28)
Fazendo y' = yUe & = UTEU, (4.28) se torna

Fx' =x'€. (4.29)

A matriz € é hermitiana, isto é, ela € igual a sua transposta conjugada. Isto significa que seus
autovalores sao reais e seus autovetores sdo ortogonais. Entdo podemos escolher U de tal modo
que &' seja diagonal, ou seja, €, = 6,,E,. Na verdade, a matriz U é formada pelos autovetores
da matriz €. Desse modo, obtemos as equacdes monoeletrénicas integro-diferenciais de Har-
tree-Fock:

Flxa) = Ealxa) a=1--n, (4.30)
com o operador de Fock dado por (4.24). N&do se engane com a aparente simplicidade das equa-
coes (4.30). De fato, trata-se de um sistema de equacOes integro-diferenciais fortemente aco-
pladas de pseudoautovalor. E de pseudoautovalor porque para construirmos o operador de
Fock, precisamos dos spin-orbitais. Mas, para encontrarmos 0s spin-orbitais, precisamos do
operador de Fock. Portanto, ndo existe esperanca de solucdo analitica direta para (4.30).

A energia do orbital y, pode ser calculada multiplicando (4.30) a esquerda pelo com-

plexo conjugado y,. Desse modo, temos

(Xalﬁl)(a) = (Xal&zl)(a)-

Usando a expressdo do operador F na express&o anterior, obtemos
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Ea = (Xa|R(D) + T4 [T (1) = R(D)] |xa)
= (Xa|R(D|xa) + (Xa| ZR=1[I (D) = K D] |x4)

n

= (xa|h|xa) + Z[(xaxb lXaxp) — XaXplxpxa)l
b

Somando ambos os lados sobre o nimero total de elétrons, temos

Zn: Eq = Zn:()(alﬁlxa) + zn: i[()(a)(b |Xaxp) = (XaXo|XpXa)]-
a a a b

Isolando ¥ (x.|A|x4), obtemos

Z(xalﬁlxa) = Z Eq — Z[(Xa)(b |Xaxo) — XaXolxpxa)l-
a a a b

Substituindo Y (x«|2|x«) em (4.21), obtemos uma equagio para o clculo da energia total do

sistema em termos das energias dos spin-orbitais:

E= zn: Ea— Zn: zn:[()(a)(bl)(a)(b) — (XaXvlXpXa)l
a a b

Z Z [(Xaxplxaxs) — Xaxolxpxa)l
a b

E= Zn: Ea— %2": Z[()(a)(bl)(a)(b) — (XaXpXbXa)].
a a b

ou, escrevendo na notacao simplificada, temos

E= Zn: Ea— %zn: i[(ablaw — (ab|ba)]. (4.31)
a a b

A expressdo (4.31) nos permite calcular a energia total do sistema em termos das energias

+

N[ =

dos spin-orbitais. Observe que a energia do sistema ndo € simplesmente a soma das energias

orbitais.

4.25 Equagdes de Hartree-Fock para sistemas de camada fechada

Dizemos que um sistema é de camada fechada quando todos os orbitais moleculares
séo duplamente ocupados. Neste caso, cada orbital molecular € ocupado por um elétron a e um

elétron B. Assim, o0s spin-orbitais sdo escritos como, por exemplo, y;(r,s;) = ¢.:(r)a,

X2(1,83) = @1 (P)B, x3(1,s3) = @ (P)a, x3(1,53) = () etc.
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Para desenvolvermos as equacdes monoeletronicas de Hartree-Fock para sistemas de

camada fechada, comecamos com a Equacdo (4.30), ou seja,

Flxa) = Ealxa) a=1-n,

M)+ [(6o®@ |7 [6®@) ka) - (6@ |xe@) )]
b

(4.32)
= Eqlxa (1))
Agora, suponhamos que y, = @,a, entdo o y;, poderia ser tanto y, = @,a quanto y, = @,f

ja que cada orbital espacial pode comportar até dois elétrons: desde que eles tenham spins

opostos (regra de Hund). Substituindo os valores de y, e x;, em (4.32), obtemos

h(D)]gp(Da(D))
n/2
+ > [(0a@a@ |7 [0,2a@) [, (Da(D))
q
+ {0, 2B@)| 7 [0, @B @) [0p (D))
1
T12

1
T2

- {0s @@ 0y @@} |9y (Da(D)

- {ps @@
Separando as integrais de spins, obtemos

h(D)|p,(Da(1))

n/2

",

q

2y Da()) |0 WMD) = &gy (Da(D)).

1
(0@ |50 @) @@ @) |0, D))

+ {00500 @) BB [0p(Da(D)

- (0s@| 5 |0p @) @@} |y (D (D)

0
~ (0, @2B@)| 2= |0, @) BDI@) 9, (VB = &, |0, D),

Simplificando as integrais de spin, obtemos
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h(D)|g,(Da(1))

n/2

+ 3 [2{0a@| 7= [0a@) o)

q
~ (0.5 |op @) l0g )] = £, |0, (D).

Multiplicando a esquerda por a*(1) e integrando, temos

n/2

Doy (D) + ) [2{0g@)] 5= 04 @) [0p D) = 04 @] 5= |00 @) |0y D)
q

(4.33)
= gp|‘Pp(1)>-
Usando as defini¢Ges dos operadores de Coulomb e troca dados por
Jalor ) = (0, 5= |0g @) [0 (1))
e
~ 1
Rolop (D) = (04 @) 5= |00 @) |0y (D)
em (4.33), temos
n/2
R0y (D) + D [234lp (D) = Kol (D)] = &l (D).
q
n/2
{E(l) + Z[qu - ﬁq]} |l0p (1) = Ep]9, (D). (4.34)
q

Se definirmos o operador de Fock para sistemas de camada fechada por

n/2

F=h) + ) [2J,- %)
q

entdo, a Equacao (4.34) pode ser reescrita como

Flop(D) = &pl0p, (D). (4.35)
A energia &, do orbital espacial molecular duplamente ocupado € obtida multiplicando

(4.35) & esquerda por (¢, (1)|, isto é,

n/2
Ep = (‘Pp(l)l {ﬁ(l) + Z[ij - jzp]} |‘pp(1))-
q

Simplificando a notagéo, obtemos:
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n/2
&y = (p|h|p) + Z[2<pqlpq> — (palqp)] (4.36)
q

A formula (4.36) nos permite calcular a energia do orbital molecular duplamente ocu-
pado. Para obtermos uma férmula para o calculo da energia total dos sistemas de camada fe-
chada em termos das energias dos orbitais espaciais, retornamos a formula (4.21), a qual, por

questdo de comodidade, a reescrevemos novamente aqui:

n

n . 1 n
E= (alhla) +EZZ[<“”'“‘°> — (ablba)]. 4.37)

b=1
Temos, portanto, que avaliar as integrais de um elétron, as integrais de Coulomb e as
integrais de troca. Nas equaces (4.36) e (4.37), a e b indexam os spin-orbitais e p e g indexam
0s orbitais espaciais. As integrais de um elétron podem ser escritas em termos dos orbitais

espaciais como

n n/2

D (alfla) = 2 ) (plflp).

a

As integrais de Coulomb de (4.37) podem ser escritas em termos dos orbitais espaciais

como

(ablab) = (@, (Da(1)g,(2)a2)|p,(Da(1)g,(2)a(2))
+ (0 (Da (1) (2)B(2)| 0, (Da(1) g, (2)B(2))
+ (0 (DB(D) g (2)(2) |0, (DB (1) g (2)(2))
+ (0 (DB(D) g (2)B(2) |0, (1DB(1) g (2)B(2))
= 4{p, (D g (2)| 0y (D (2)) = 4(pqlpq).

De modo similar, podemos avaliar as integrais de troca como
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(ablba) = (@, (Da(1)eq(2)a(2)|p(Da(1)e,(2)a(2))
+ (0 (Da (D) g (2)B(2)|0q (DB (1)@, (2)a(2))
+ (0, (DB 9q(2)(2)|pg (D (1)@, (2)B(2))
+ (0, (DB 9q(2)B(2)|0g (DB, (2)B(2))

= (0 (1) g (2|0, (D, (2)) {a(D]a(1)) (a(2)]a(2))
0 0

+ (0, (D g (2)| g (D@, (2)) (a(DIB(LY (B(2) | (2))
0 0

+ (0, (D g (2)| g (D9, (2)) (B(D)] (1)) (a(2)|B(2))

+ (0, (D g (2)| g (D, (2)) (BDIB(D) (B(IB(2))

= 2{pp (194 (2)|pg (D (2)) = 2(pqlqp).
Substituindo estes trés ultimos resultados em (4.37), obtemos

n/2 n/2n/2

. 1
E = 22(p|h|p) + Ez Z[Mpqlpcz) — 2(pqlqp)].
p p q
n/2 n/2n/2
E= 22(p|ﬁ|p) + ZZ[Z(qupq) — (palqp)]. (4.38)
p p q

A férmula (4.38) nos permite obter a energia do sistema de camada fechada a partir dos
orbitais espaciais. Para obtermos a energia usando as energias dos orbitais, devemos, primeiro,

somar (4.36) sobre os orbitais espaciais, isto &,

n/2 n/2 n/2n/2

Ze,, = Z(p|ﬁ|p) +ZZ[2(qupq) —(pqlqp)] (4.39)
p p p q

n/2 n/2 n/2n/2

D (olilp) =D &= > > 12(valpa) — (palap)
14 4 p q

Usando este resultado em (4.38), obtemos uma formula que nos permite calcular a ener-

gia do sistema em termos das energias dos orbitais:

n/2 n/2n/2 n/2n/2
E=2 (Zp: Ep — zp:zq:[ﬂpqlpq) - <pqlqp)]> + Z Zq:[Z(qupq) — (pqlqp)]

n/2 n/2n/2

E=2 Z Ep— Z Z[Z(Z)qlpq) — (palqp)]. (4.40)
p P q
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4.2.6 EquacOes de Hartree-Fock-Roothan

Para calcularmos a energia usando as férmulas (4.37) ou (4.40) precisamos, antes, re-
solver as equagdes (4.30) ou (4.35) que sdo equacOes diferenciais parciais acopladas. Estas
equacOes podem ser resolvidas numericamente para sistemas pequenos, como, por exemplo,
atomos. No entanto, a solu¢cdo numeérica para sistemas moleculares é impraticavel. A solugédo
encontrada por Roothan foi substituir os spin-orbitais ou os orbitais espaciais por combinacdes
lineares de funcdes de base. As funcgdes de base devem ser linearmente independentes e formar
um conjunto completo. Como estamos trabalhando com o espacgo de Hilbert, que tem dimensao
infinita, o conjunto de funcdes de base também deve ser infinito. No entanto, ndo podemos
trabalhar com um conjunto infinito de funcbes de base. Portanto, devemos truncar o conjunto
a partir de certo valor m. Se denotarmos o conjunto de fungdes de base por {¢4, ¢, P3, -+ P},

poderemos expandir os orbitais espaciais como combinag&o linear das fungdes ¢;’s, ou seja,

m

¢; = Z CsiPs- (4.41)

N

Inserindo (4.41) em (4.35), obtemos

m

Z Csi¢s> =&

N

F i Csi¢s>- (4.42)

N

Multiplicando (4.42) a esquerda por (¢, |, obtemos

(pr|F i Csi¢s> = (¢ |€; i Csi¢s>
i csi{dr|F|os) = & i Csi{Prlds), (4.43)

onder =1,2,---,mei=1,2,--,m. O indice i estd indexando os orbitais ¢;’s. Em favor da
simplicidade de notacdo, definiremos F,.; = (¢r|f"|q§s) e S,s = (¢,|¢s). Com estas definigdes,

podemos reescrever (4.43) como segue:

m

m
Z csiFrs = EiZ CiSrs, T=12,---m; i=12,--,m. (4.44)
S

S

Expandindo (4.44), temos

i=1

c11F11 + 21F12 + -+ caFim = E1611511 + E1621512 + -+ E16m1S1m
c11F21 + €21F2z + -+ caFom = €1€11521 + E1621522 + - + E1Cm1Sam
c11F31 + €21 Fz + -+ 1 Fam = €1€11531 + E1621532 + * + €101 S3m

194



C11Fm1 + 21Fmz + -+ CaFum = E1¢11Sm1 + €16215m2 + - + E1Cm1Smm

i=2

C12F11 + €22F12 + €32F13 + -+ CpaFim = €2€12511 + E2€22512 + + + ExCmaS1m
C12F21 + €22F22 + €32Fo3 + -+ CmaFom = €2€12521 + 3622520 + -+ + E2C0m25om
C12F31 + €22F32 + €32F33 + -+ + CnaFam = €2€12531 + 322532 + -+ + E20m253m

C12Fm1 + €22Fma + €32Fms + -+ CmaFnm = €2€128m1 + €2€225m2 + - + E2Cma2Smm

i=m
CimF11 + ComFiz + C3mFiz + -+ CnmFim = EmCimS11 + EmCoamS12 + - + EmCmmSim
CimFa1 + ComFaz + C3mFaz + -+ CumFom = EmCimS21 + EmCamS22 + -+ + EmCmmSam

CimF31 + ComFaz + C3mFsz + - + CumFam = EmCimS31 + EmCamSsz + - + EnCmmSam

Clmel + CZmeZ + C3me3 + et Cmmem = gmcmlsml + et 8mcmm5mm

Usando a notacdo matricial, podemos escrever estes sistemas de equagdes como

FC = SCE, (4.45)
onde
Fii Fiz Fiz - Fim €11 G2 G130 COim
FC = T?l T?z T?3 Tz.m 0?1 C?z 6?3 C2.m
Fri Fmz Fmz = Fom/ \Cm1 Cmz Cm3 = Cmm
€
SCE
S11 S1z2 Sz Sim €11 G2 G130 Cim & 0 - 0
_[ S22 S22 S2z v Som C?l ng 6?3 Cz'm 0 8-2 0
Smi Smz Smz " Smm/ \Cm1 Cmz Cmz = Cmm/ \0 0 - &y

As colunas da matriz € sdo os coeficientes da expansdo dos orbitais moleculares ¢;’s em ter-

mos das fun¢des do conjunto de func¢des de base {¢1, ¢, P3, - P}, isto é,

@1 = C11¢P1 + C21P2 + 313 + -+ Ci P
Q2 = C12P1 + C2P2 + C32¢P3 + -+ 2

Pm = CimP1 + ComP2 + C3mPs + -+ + Cum P
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Se as fungdes de base forem ortonormais, entdo, para sistemas atdbmicos, a matriz S € uma
matriz identidade e a Equacao (4.45) pode ser reescrita como
FC = £C. (4.46)
No entanto, para sistemas moleculares, as func6es de base estdo centradas em atomos diferen-
tes, ou seja, em posicOes espaciais diferentes. Neste caso, a matriz de overlap nao é ortonormal.
Nesta sec¢do, vamos resolver (4.45) usando o procedimento de ortogonalizacéo de Per-
Olov Léwdin. Primeiro, diagonalizamos a matriz S atravé de uma transformacéo unitaria: s =
UTSU, onde s é a matriz diagonal de S e U é uma matriz unitaria. Como S ¢é hermitiana, ento
U é uma matriz cujas colunas so os autovetores de S e UT é a transposta conjugada de U. Em
seguida, calculamos $1/2 (§1/2 = Us'/2ut) e §71/2 (§71/2 = Us~1/2y"). Agora, definire-
mos uma matriz €’ tal que €' = §/2C e € = S~'/2C’, onde C representa a martirz dos coefi-
cientes de (4.45). Usando estas definicdes em (4.45), obtemos
FC = SCE (4.47)
FS~Y2c' = s§s71/2C'¢€.
Multiplicando a Gltima Equacio a esquerda por $~1/2, obtemos
S~YV2ps~1/2¢ = §1/25571/2(C'E,
Definindo F' = §~1/2FS~1/2 obtemos
FC'=Cé¢ (4.48)
onde S™1/2§§-1/2 = | é a matriz identidade. A Equacéo (4.48) pode ser resolvida por diago-
nalizacdo. No entanto, essa Equacdo é uma equacdo de pseudoautovalor, pois a matriz F' de-
pende de C’. A matriz €’ é uma matriz cujas colunas sdo os autovetores da matriz F'. Para
recuperarmos a matriz € original, fazemos
c=s"2C. (4.49)
Usando a matriz dos coeficientes €, podemos calcular uma nova matriz F usando (4.47) e,
consequentemente, uma nova matriz F’ usando a formula F' = S~'/2FS~1/2_ Dai o processo

se repete até que seja atingindo certo limite de convergéncia.

4.2.7 Matriz de Fock para sistemas de camada fechada

Nesta sec¢édo, nosso objetivo, no desenvolvimento do metodo de Hartree-Fock-Roothan
(HFR), sera calcular os elementos da matriz de Fock. Os elementos da matriz de Fock séo

dados por
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Fre = (0 |710s) = (#0|ACD) + 22/2[20, - Ry )

A n/2 (4.50)
= (B [Rlgs) + ) [2(6r00|9500) = (Br00| 0085
q

Expandindo o orbital ¢, isto €,

m

Pq = Z CsqPs = C1qP1 + C2qP2 + C3qP3 + ** + Cmg P

N

e substituindo em (4.50), obtemos

n/2 m
Fro = (0e[R19s) + ) D [2650Coq(brdaldsdo) = CiaCoqlbrdaldods)]
q Ao
= ((;brlﬁl‘nbs)
n/2 m n/2 m
7 265aCarBrbalbeba) = Y D iaCoglrdildods)
q Ao q Ao
m n/2 m n/2
Trs = (¢r|ﬁ|¢s) + Z 2 Z C)L*qcaq<¢r¢/1|¢s¢a) - Z z Czqcaq<¢r¢ll¢a¢s> (4.51)
Ao q Lo q
Com o objetivo de simplificar a notacéo, vamos definir as seguintes quantidades:
Hys = (|| ¢s) (4.52)
n/2
P, =2 z CoCoq (4.53)
q
= 1
Grs = )" Pao [(81116500) = 5 (601l ts) (@50
Ao

H,¢’s sdo os elementos da matriz H que sdo integrais de um elétron para as bases ¢, e ¢;

P, s sdo os elementos da matriz densidade de carga e G,’s sdo os elementos da matriz G de
Fock. Usando as definicdes (4.52), (4.53), (4.54) em (4.51) obtemos uma formula para o cél-
culo dos elementos da matriz de Fock:

N S 1
Frs = ((prlhld)s) + P/l,a <¢r¢/1|¢s¢a) - _(¢r¢/1|¢a¢s>
- 2

Frs = Hps + Gys. (4.55)
O procedimento de Hartree-Fock-Roothan pode ser resumido nas seguintes etapas:

1. Especificar as coordenadas geométricas e as fungdes de base.
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2. Especificar a matriz densidade inicial P; = [Py, ].

3. Calcular as matrizes H = [H,], S = [S,;5] € G = [G,].

4. Calculars:s = UTSU.

5. Calcular §1/2 (812 = Us'/2Uut)e §71/2 (§71/2 = ys~1/2y").

6. Calcular Fe F' (F' = §~Y/2Fs~1/2),

7. Diagonalizar F' para obter C' e €.

8. Calcular a matriz dos coeficientes € (C = §~/2¢").

9. Calcular a nova matriz densidade P;,, (P = 2CCT).

10. Se P;,, — P; < Threshold, entdo calcule as propriedades. Se n&o, voltar ao passo 2

com a nova matriz densidade.
Como visto, a energia total de um sistema de camada fechada pode ser calculada usando
as equacdes (4.38) ou (4.40). No entanto, para usarmos estas duas equacdes, precisamos cal-

cular as integrais de dois elétrons, nominalmente, as integrais de Coulomb e de troca. Contudo,

podemos evitar o calculo dessas integrais. Isolando 22/2 Z/Z[Z(pqlpq) — (pqlqp)] na Equa-

cao (4.39), obtemos

n/2n/2 n/2 n/2
Z Z[Z@qlpq) — (pqlqp)] = z Ep — Z(plfllp)- (4.56)
P q 14 p

Substituindo (4.56) em (4.40), obtemos

n/2 n/2 n/2
Ezzzgp_ Zc‘;‘p—Z(p|ﬁ|p)
p 14 14

n/2 n/2

E=) &+ ) (plhlp) (57)
b b

Expandindo os ¢,,’s em termos das fungdes de base, temos

n/2 n/2 n/2 m m n/2
D (0lhlp) = D (0plhlop) = > > cipeopldalilds) = D7D ciocap(talhilto)
p p p Ao Ao p
m
1 ~
== i (BlRlpo).
Ao

Usando este resultado em (4.57), obtemos
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n/2 m n/2 m

1 ~ 1
E = ng +§ZP/10' (¢A|h|¢a> = ng +§ZPAJH/10
P Ao P Ao
n/2 (4.58)

1 T
- z & +5Tr(PH").
14

A formula (4.58) permite calcular a energia do sistema sem ter que calcular as integrais de dois

elétrons no método de Hartree-Fock-Roothan.

4.2.8 Densidade eletrénica para sistema de camada fechada

Usando a Equacéo (4.16) aplicada a um sistema de camada fechada em que os orbitais
foram expandidos como combinacéo linear de funcGes de base, obtemos

p(r) = 2i|¢p(r>|2 = 2i<o;;<r><pp(r) = 2i icm;(r) icvpcpv(r)
p p p U U

- i 2 Z Cup Cup P (M) by (1) = i P (1), (1) = i Puv-
wv p Ly e

p() = ) Budi@d () = ) p (4.59)
wy TRy

onde fizemos

n
_ *
By =2 Z CupCup -
P

Em notacdo matricial, a Equacdo (4.59) pode ser escrita como

P11 P12 = Pim
_ [ P2r P22 Pam

p(r) =| . : : (4.60)
Pm1 Pmz2 = Pmm

A matriz (4.60) pode ser vista como um operador, o operador densidade p(r). Este operador
é simétrico e pode ser sempre diagonalizado e seus autovetores sdo sempre ortogonais. Na
teoria dos orbitais naturais (NBO) (do Inglés, Natural Bond Orbitals), os autoestados de (4.60)
séo os eigenorbitals, que s@o ortogonais, e 0s autovalores representam a ocupacao do orbital.
Portanto, 0s NBOs constitui uma excelente maneira para descrever a fungéo de onda, pois, em

ultima instancia, sdo derivados da propria funcéo de onda.
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4.2.9 Equacdes de Hartree-Fock para sistemas de camada aberta

Um sistema é chamado de camada aberta (open shell) quando possui orbitais com elé-
trons desemparelhados, ou seja, apresenta orbitais com apenas um elétron. Neste caso, 0 me-
todo de Hartree-Fock é chamado de Unrestrito Hartree-Fock (UHF). A formulacéo desenvol-
vida por J. A. Pople e R. K. Nesbet consiste em tratar separadamente os elétrons a e 3. Este

procedimento é ideal para sistemas com elétrons desemparelhados ou bastantes separados.

<—‘<—‘<—‘<—

a

s
===

®
Figura 4.1 Esquema ilustrativo de um sistema de camda aberta. Neste caso, devemos tratar

separadamente os elétrons a e .

Na derivacao das equagdes de Pople-Nesbet, comegamos com as equag¢des de HF mono-
eletrbnicas em termos dos spins-orbitais:
Flxi) = Ealxi)- (4.61)
Os spins-orbitais |y;) podem ser escritos como um produto dos orbitais espaciais e dos spins

como [x;) = ¢ (Na(w) ou |x;) = (p][.g (r)B(w). Desse modo, temos dois conjuntos de orbitais

espaciais, a saber, {(pg (}e {gof (r)}. A ideia é calcular, separadamente, as energias dos dois

B

conjuntos de orbitais. Permitindo assim, que os orbitais ¢, € ¢,

tenham energias diferentes.

Isso pode ser feito, escrevendo duas equacfes: uma para os elétrons a e outra para os elétrons

B, ou seja,
Flog r)a(w) = £f|of r)a(w))
Al B _cB| B
7 |of r0B@)) = € |of r)B(@)).

Expandindo o operador de Fock F na Equagc&o dos elétrons a, temos
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N(x

Alogam)+ ) [[pf@a@ |- |of @a@) [ (Da)

q

- {0t @@ |os @a@)os Wa()]

NB
+2 (v @@= |05 @) o5 Da)] = £5lpDa().

Simplificando as integrais de spins nos operadores de Coulomb e troca, temos

NC(
Alogam) + ) [(0r @] [0z @) los D)
q

NB

- {0z @5 |os @) loz Wa)] + D (ef @] 7 [0 @) 0§ (D)

q
= &of Wa (D).
Multiplicando esta Equacdo a esquerda por (a(1)| e integrando em relacéo as coordenadas de

spins, obtemos
NCZ

Rlog)+ ) [[vz @] |os @) lop ) - (05 @) 2 |05 @) log ()]

q
NP
+ ) (o @) 5|0 @) log ) = glog D),
q

Rearranjando os termos e usando as defini¢cdes dos operadores de Coulomb e troca, temos

h(1>+z () - Rg() Zaq | leg D) = 8logD).

q

Definido £ como
N& N
Fe=h+) (Jr-RgD)+ ) I, (4.62)
q q

obtemos as equacdes Pople-Nesbet para os elétrons a:
Folog (V) = €5 |pg (D). (4.63)

Com um raciocinio inteiramente analogo ao descrito para os elétrons a, obtemos as equa-

¢Oes de Pople-Nesbet para os elétrons £:

7 |of (1) = &f [of 1), (4.64)
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com o operador F# dador por
NF N®
PP =h(D+) (I -R{W)+ ) JaD.
q q

Como esperado, a interacdo de Coulomb ocorre entre os elétrons a —a, a — f e B — B, en-
quanto as integrais de troca s6 ocorrem entre o0s elétrons de mesmos spins. As equagdes (4.63)
e (4.64) devem ser resolvidas simultaneamente, pois os operados F* e F# estfo acoplados.

A energia total do sistema de camada aberta é obtida somando as energias dos elétrons

a, elétrons B e a energia de interacdo de Coulomb dos elétrons @ com os elétrons f3:

N% N¢%
E= Zwm ZZZ(%%I%M (o505 |o505))
Ea
NB NB
Z( |h|<pp> ZZ((%%M%) <<pp<pq|<pq<pp>) @.65)
P q '
EB
N% NP
+ 0, D \vselleseq)
<Pp(Pq <Pp(Pq
P q
E%B

O fator 1/2 em frente do duplo somatério evita a dupla contagem. A auto interacéo é automa-

ticamente excluida, pois

5 Zaa _ ABB _ 4BB _
jaa — o = GEF _ RBP — o,

4.2.10 Equagdes de Pople-Nesbet-Roothaan

As equacdes (4.63) e (4.64) sdo equac0es integro-diferenciais acopladas e séo muito di-
ficeis de serem resolvidas, a ndo ser para sistemas atbmicos. Mesmo assim, suas solugfes para
sistema atdmico sdo numeéricas. Suas solugdes para sistemas moleculares devem ser aproxima-

das por métodos algébricos. O procedimento € similar ao feito para sistemas de camada fe-
chada. Comegamos expandindo os orbitais espaciais ¢, € (pf em termos das fungdes de base,

ou seja,

m

¢p = Z Cspps P =12,k (4.66)

S
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5 m 5 (4.67)
Op = chqus p=12,- k.

N

Aqui, k representa o nimero de orbitais espaciais @ ou f que contém um elétron e p esta

indexando estes orbitais espaciais e s esta indexando as funcdes de base. Substituindo ¢y e (pf
em (4.63) e (4.64), obtemos
m m
Fe z Cgpd)s = 55‘ Z Cgp(ps (468)
N S
& 5 p UL 5 (4.69)
FF z Cqubs = ‘Sp Z Cqubs-
N N
Multiplicando (4.68) e (4.69) a esquerda por ¢;:, obtemos
m m
D et (ool b = €5 ) clanlas)
s s (4.70)
onder =1,2,---,m; p=12,-,k
m m
> el PE|es) = € ) chiigrlg)
s s 4.71)
onder =1,2,---,m; p=1,2,- k.
Definindo £% = (¢ F|s), F = (br |77 |¢s) € Srs = (pr|ps) temos
m m
chpfrosf = Sazcspsrs r=12,--,m p=12-,k (4.72)
S
m
Zcfp}}g SﬁZCﬁ Sﬁ r=12,--mp=12-- k. (4.73)
S
Em notacdo matricial, (4.72) e (4.73) podem ser escritas como
FrC* = 8SC* &S (4.74)
FBCP = ScPEP (4.75)

Estas equacdes devem ser resolvidas simultaneamente, pois estdo acopladas. O procedimento
algébrico para suas solucbes pode ser feito de modo similar ao desenvolvido anteriormente
para sistemas de camada fechada, ou seja, diagonalizando (4.74) e (4.75) para transforma-las
em equac0es de pseudoautovalor.

As densidades de cargas, para os elétrons a e £ no ponto r, sdo calculadas como

e v
p) = ) los ' = > (05@) 0f @
p p
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NP NP

pP(r) = Z|<p5(r)|2 = Z (kf @) of .
4

p
Usando (4.66) e (4.67) para expandir 0s orbitais em termos das funcdes de base, temos

m N%
“(r)—Z(wf:) z —ZZ(%) cSotit = ) ) () el did, = Z ity
p Wwv wv p
NB . NB m NP "
PP )= (of) of =ZZ( “habiby =D > (ch) ch bty = Z b
4 P Wy wv p
ck,

onde definimos Cf, = zg“(cgp)*cgp e Cfv = Z,’;B (cfp)*cfp. A densidade total de carga p(r)
no ponto r € dada por

p(r) = pa(r) + pF (r).
A densidade de spin no ponto r é obtida fazendo a diferenca das densidades devidas aos elé-
trons a e aos elétrons S, ou seja,

pPI(r) = p*(1) — pP (7).
Em notacdo matricial, podemos escrever as matrizes densidade de carga total e de spin como
P=P*+P; (4.76)

P* = P% — P, (4.77)

onde P representa a densidade total e P* representa a densidade de spin. Os elementos das

matrizes P* e P# s&o dados por

Nll
Plﬁ/ = Z(Cgp)*cgp(p;(pv = Cﬁv(pz(pv (4.78)
p
e
NB
Bf = > (chh) chubiy = Chihy (4.79)
p

Aqui, o indice p esta indexando os orbitais espaciais para sistemas de camada aberta.

4.2.11 Matriz de Fock para sistemas de camada aberta

Para obtermos os elementos da matriz de Fock F% para os elétrons a, multiplicamos

(4.62) a esquerda por (¢,-| e a direita por |¢s), Ou seja,
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h(1D) + 5 (JE ) - K@) + 25’ I8

|

o4 (Je) - Kg)

75 = (o

ﬁ/\
v gk

)

= (¢ |h(DIy) + (qbr bs) + (-

<¢r|h<1>|¢s>+2 ((¢r0g] 7 |0s0g) ~ (er0g |5 |05 85))

NB
+ Z <¢r(pq |_
q

Expandindo o orbital espacial ¢, em termos das funcdes de base, ou seja,

b5y >

m

(Pq = Z qu¢s:

S
e inserindo na Equagé&o anterior, obtemos
N m
RS = Hygt ) ((cfy) calbrdaldscbo) — () clalbrnl b))
q Ao
NP m

+ Z Z(czq) C5q <¢r¢z|

q Ao

bucho)

Rearranjando os somatorios, obtemos
m N&%

FE = Heat Y > (c) ey (e dalsba) — (@il b

Ao q
N e
Pio

m NB

AR A

Lo q
N— —

B
Pl,a

= Hes+ ) Pl ((brdaldsho) = (rbalbodd) + ) P, (dedilbochs)
Ao Ao

+Z \PAG+&B‘7 (¢r¢’1|¢5¢0 ZP)LJ((prd)/Ild)ad)s)

PAG

Rearranjando os termos, obtemos uma Equagéo para os elementos da matriz de Fock para os

elétrons «
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Fs =Hps + Z[P/{o((pr(plld)sd)a) - Pfo((pr(plld)a(ps)] = Hys + G (4.80)
Ao

Em (4.80), usamos as seguintes definigdes:

Hys = (¢r |h(1) |¢s);

Na
Py, = Z(ch)*cg‘q ;
q

NB

Pl = ) (ch) et

q
T — B .
PA,J = P)ga +P/1,cr'

m

6% = ) [PLo(Gr0aldss) = Pl(rbalbopo)]

Ao
Usando um procedimento inteiramente andlogo ao descrito para os elétrons a, podemos obter

uma férmula semelhante para o calculo dos elementos da matriz de Fock para os elétrons S:

Trlz = Hys + Z[P)z:a<¢r¢l|¢s¢a) - Pfg((pr(plld)o(ps)] =H,s + Gf;' (4.81)
Ao
onde

G = ) [PLolbrtaltsdo) — B (02160 00)]
Ao

4.2.12 Célculo da energia total para sistemas de camada aberta

A energia total do sistema de camada aberta pode ser calculada usando os orbitais es-

paciais expandidos em termos das funcdes de base, isto €,

m

¢p = z Cp®s P =12k (4.82)

S
5 m 5 (4.83)
Op = chpq)s p=12-k.
S

Em (4.82) e (4.83) a esta indexando os orbitais espaciais. Inserindo (4.82) e (4.83) em (4.65),

obtemos
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Eaﬁ E,Ba
4+ —
2 2

= Zi(cgp)*cgpmlﬁlm

p Ao

Eotay = E* + EF + E% = E* + EF +

N% N m

zzzz(c/lp) c&p (#2108 |0s08) — (620805 Po))

q Ao

N® NP m

+5 Z z Z(clp) Cap<¢/1(pq |¢a<pq >

q Ao

NB m

£ 3 (eh) b (alfl,)

p Ao

NB NB m

ZZZZ cl,, c5 <¢u<pq|¢>a<pq> <¢a<pq|<pq¢a>)

q Ao

NB N® m

ZZZZ C/lp el (010800 02).

q Ao
Nesta Equacdo, os dois primeiros termos do lado direito representam as energias dos elétrons
a; 0 quarto e quinto somatdrios representam as energias dos elétrons f; o terceiro e sexto so-
matorios representam as energias de interacdo dos elétrons a com os elétrons S e dos elétrons
B com os elétrons a, respectivamente. Observe que a energia de interacdo entre os elétrons a

e B foi separada, isto é,

Rearranjando os somatorios, obtemos
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m N%

Fuowa = ) ) (cf) e, (ealhlos)

Ao p
~————
a
PAJ

m N%

2 Z Z(Clp) CUP Z( ¢/’l(r0q |¢0‘pq (¢A<P8‘|<p3‘¢a))

lap

Pla

+5 Z Z(C)Lp) & Z(dwq | 6008 >

Aap

m NB

+ Z Z(C?lp) Cop <¢A|h|¢o)

m m N&
1
Buowat = ) PioHis +5 ) Pl > (920816598) — ($10§|0595))
Ao Ao q

1 m nB
+5 2 P > (0208 |b00f)
Ao b

m m NP
N A N (A AR AT N)
Ao Ao q

1 m N¢%
Ez Z ¢/1(pq |¢a(pq
Ao q
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nB

m 1 m n%
Buowar = ) PioHio 45 ) Pl | D (ablgh) = ($ablbge)) + ) (#2°|gsb)
Ao Ao b b

a a
Fro~Hio

m 1 m
+ ) Bt 45 B Z«mbm >—<¢>Ab|b¢,,>)+Z<¢Ab“|¢aba>
Ao Ao

b

T

m
Etotar = Z P/{XGH/IJ Z P/’la(?/'la H/la) + 2 Hla z PB :Fﬁ )
Ao
m

m
1 1 1
Z AJHJLJ EZ P/{XO'TA(.ZO' - EZ PfO'H/{xO' + Z P,{iHAa Ez
Ao Ao Ao Ao Ao
_ _Z PP
m
1 1 BB

Etotal - z PAGH/'lo 2 2 PAUTAJ Ez 52 P 0‘7:;10

Ao

m
1
Etotar = Ez [(Pfa + Pfg)Hla + Pfo?'ﬂaa + Rlijjﬁ (4.84)

A Equacéo (4.84) nos permite calcular a energia de Hartree-Fock de um sistema de camada
aberta.
Resumo do método UHFR:
1. Especificar as coordenadas geométricas, conjunto de funcoes de base e ocupacao orbital
(carga e multiplicidade).

2. Especificar as matrizes densidade de cargas: P%, P# e PT

na

Pl = D (c) ety
p
B

%iZZEZ(éiykgv

P
Pl = Ciy + C,
3. Calcular H, G*,GP e S
Srs = (¢rldhs)
rs = (@r[R(D)]ds);
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6% = ) [PLAbedalbscho) — Pilo(rbalbochs)]
Ao

Gl = ) [PLolbrtaldsdo) — P (02160 00)]
Ao

4. Calcular as matrizes ortogonalizantes /2 e s1/2
s=U'SU
Sl/Z — USl/Zu'I'
5. Calcular as matrizes de Fock: F%, F'®, Ff ¢ F'B
Fa =H+ Ga SN F'a — Sl/ZFas—l/Z
FP =H+ GF - F'F = SY/2Fbs1/2
6. Diagonalizar F'* e F'# para obter C'* e C'#, €% e EF. C'"* e C'P e £% e P sHo 0s
autovetores e autovalores de F'* e F'# | respectivamente.
7. Calcular as matrizes dos coeficientes: C* e CP
ce =s1/2¢a
cP =s1/2¢k
8. Calcular as novas matrizes densidades: P%, P? e PT (passo 2)
9. Se PT_, = PT, 0 SCF convergiu e podemos calcular as propriedades de interesse. Se

P!, # P!, entdo volte ao passo 5 com a nova matriz densidade.

O principal problema com o método UHF € a contaminacdo de spin. Um Gnico deter-
minante de Slater de diferentes orbitais para diferentes spins ndo é uma funcdo de onda satis-
fatdria para o operador de spin S2. O estado fundamental fica contaminado com estados exci-

tados. Se o sistema é um dublete, entdo
1/1
(S2) = s(s +1) = E(E + 1) — 0,75.

Se o valor encontrado for maior do que 0,75, entdo provavelmente existe contaminagdo com
o0 estado quadrublete. Se em um célculo, encontrarmos valores menores do que 0,8, entdo o
calculo esté razodvel. No entanto, se o valor for maior do 1,0, entdo a funcéo de onda néo esta
boa e devemos repensar o calculo.

O meétodo HF (RHF ou UHF) consegue calcular 98% da energia total do sistema. No

entanto, os dois por centos restantes, chamada de energia de correlacdo dinamica, € de
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fundamental importancia para a correta descri¢cdo das ligagdes quimicas e interacdes intermo-

leculares de natureza dispersiva.

4.3 TEORIA DE PERTURBACAO DE MUITOS CORPOS

Nesta se¢do, vamos formular a teoria de perturbagéo de muitos corpos (MPPT) desen-
volvida por Rayleigh e Schrodinger (RSPT). A RSPT foi inicialmente aplicada a sistemas de
muitos corpos por C. Moller e M. S. Plesset. Por isso, muitas vezes ela é chamada de Teoria de
Perturbacdo de Moller-Plesset (MPPT). Uma das vantagens da teoria de perturbacgdo € que ela
é extensiva, ou seja, a energia de correlagdo obtida com a teoria de perturbacgéo é proporcional
ao numero de atomos do sistema, como no caso Hartree-Fock, ndo importando quantos termos
Se usa na expansao.

A ideia da teoria de perturbacdo consiste em comegar com um sistema simples em que
a solucdo matematica exata seja conhecida, e, em seguida, vai adicionando-se termos de cor-
recdes que representam as perturbacdes da energia e da autofuncéo do sistema na obtencédo da
solucdo do sistema real.

Suponha que desejassemos resolver o problema de autovalor

Hp:) = &),
onde # representa o hamiltoniano do sistema real; |1;) representa os autoestados e E;
0s respectivos autovalores. Suponha ainda que a solugdo exata do hamiltoniano #, ndo pertur-

bado seja conhecida, ou seja, sabemos como resolver a Equacao
i, |q,i(o)> = © |l},i(o)> (4.85)
Vamos supor ainda que o hamiltoniano  possa ser escrito como # = #, + V onde V
representa uma pequena perturbacio do hamiltoniano #,. Intuitivamente, esperamos que &; e
Y; estejam proximos de Ei(o) e LPl.(o), respectivamente, se a perturbagdo V for relativamente
pequena. A ideia é melhorar as autofuncdes e os autovalores do hamiltoniano #, de tal modo
que se tornem cada vez mais proximos dos autovalores e autofuncdes do hamiltoniano . Uma
maneira de se fazer isso € introduzir um parametro real A de tal modo que
H =Hy + V. (4.86)
Quando A = 0, o sistema ndo é ndo perturbado e quando A = 1, o sistema estara comple-

tamente perturbado. A Equacdo (4.86) faz com que &; e |;) dependa parametricamente de A,
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ouseja, &; = E; (1) e |y;) = |Y;(4,q)), onde g representa o conjunto das coordenadas da fun-

cao de onda. Portanto, podemos expandir &; e |1;) em séries de potencias de A, isto €,

E = Ei(o) + /1Ei(1) + AZEi(Z) + - (4.87)
[¥i) = |Lpi(0)> +4 |Lpi(1)> + 22 |qji(2)> o (4.88)
onde
TS ) W A UL
: n!lLdam |-, : n!| dAn A:O.

O termo El.(") € a correcdo de ordem n da energia e 0 termo |‘Pi(”)> ¢ a correcdo de ordem

n da funcdo de onda. Gostariamos de expressar essas quantidades em termos das energias de

ordem zero e dos elementos da matriz de perturbacdo V entre as funcdes de onda nédo pertur-
badas, ou seja, <‘Pi(°)|17|lllj(°)>. Vamos supor que as autofuncdes do hamiltoniano H, sejam
ortonormalizadas, isto €,
<tpl.(°)|wj(°)> = 8y.
Além disso, vamos escolher uma normalizacéo de |y;) de tal maneira que <l}1i(°)|1/)i> =
1. Essa ultima condicao é chamada de normalizacéo intermediaria e pode sempre ser feita ame-
nos que ‘Pl.(o) e Y; sejam ortogonais. Multiplicando (4.88) a esquerda por <‘PL.(°)| e usando as
condicdes de normalizacao descritas anteriormente, obtemos
<‘Pi(°)|1/)i> _ <‘1’i(°)|‘Vi(0)> + /1<Lpi(o>|qji(1>> + 22 <qji<o)|1pi<2)> foe=1 (4.89)
A Equacéo (4.89) mostra que todos os coeficientes de A devem ser nulos, isto é,
<tpi(°)|wi(”)> =0 n=123 (4.90)
Substituindo (4.87) e (4.88)na Equagéo

Hlp) = [Fo + W] 1) = i),
obtemos

[, + V] (

Lpi(o>> 41 |lpi<1)> + 22 |q,i<z)> +)

= (B + 2B + 2EP + ) (|le°)> +2 |le1)> + 22 |‘Pi(2)> =)
Igualando os coeficientes de mesma poténcia de A, temos

n=0 H, |wi(°)> =g |‘Pl-(°)> (4.91)
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1 a7 | ©\ _ O [g®) . O [©
n=1 7 [¥®)+ v [¢0) = 5O [of) + £O [w) (4.92)
_ 7 |e®@ W\ _ O [g@\ . p® @), @ [©
n=2 H,|¥ >+V|1Pi >—Ei ¥, >+Ei ¥, >+Ei ¥, > (4.93)
n=3 Lpl.(”) +V |1Pi(2)>

(4.94)
= E©® |‘Pi(3)> +E® |‘Vz(2)> +E®

‘Vi(l)> n Ei<3) |q,i<o)>

Multiplicando estas equacdes a esquerda por <‘Pi(°)| e usando as relagdes de ortonorma-

lidades (4.90) obtemos as expressdes para as corre¢des de ordem n das energias:

B = (w7, | w(®) (4.95)
Ei(l) = <lpi(0) v Lpi(O)> (4.96)
E® = <‘Pz(0) P q,i(l)> (4.97)
Ei(3) = <lpi(0) v lIJi(2)> (4.98)

Se resolvermos as equacdes (4.91)-(4.94) para |lPi(”)>, podemos determinar as corre¢oes
das energias de ordem n. Por exemplo, para a Equacdo (4.92), devemos ter
(0) _ 47 W\ _ (€3] 0\ _ (0 (0 (0
50 =] [#) = [p - 0] o0 = [v = (O )] ) 59

A Equacdo (4.99) ndo é uma equacdo de autovalor, ou seja, é uma equacao integro-dife-

rencial ndo homogénea. Uma das maneiras de resolver esta equacéo é expandir |‘Pi(1)> em ter-

mos das autofuncdes do hamiltoniano H,, isto é,

W\ _ N 1 [p©®
| )‘chh’n > (4.100)

n

O sobrescrito de ¢ € para nos lembrarmos de que esses coeficientes se referem a expan-

sdo de

LPl.(l)>. Lembre-se que as autofuncdes do hamiltoniano H,, formam um conjunto com-
pleto e sdo ortonormais. Para determinarmos o coeficiente ¢ multiplicamos (4.100) a esquerda

por <1P,(l°)|, ou seja,

(w7 w®) = e (4.101)

De (4.90), sabemos que ci* = 0. Portanto, (4.100) pode ser escrita como
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|‘Pi(1)> _ Z |Lp7§o)><kp£o)|qji(1)>_ 102)

n+i

Multiplicando (4.99) a esquerda e usando o fato de que as autofungdes |‘P,(l°)> séo orto-

gonais, obtemos

<Lpr(10)
<‘Pr(10) Ei(O) |q,i(1)> _ <‘I’r(10) | I, |‘Pi(1)> _ <‘1’7(10) |V|‘Pi(0)> _ <‘Vr(10) | Ei(l) |q,l_(0)> (4.103)
[Ei(O) B E,SO)]<‘P,50) lIJl_(1)> _ <qu(lo)|v|qji(o)>

(w,ﬁ") v |‘1’i(°)>

© _ ;©
EY —E\

‘Vzm> _ <lp,§°)|v _ Ei(1)|Lpi(0)>

<lp,§°) |Lpi(1)> = (4.104)

Substituindo (4.104) em (4.102), obtemos a corre¢do de primeira ordem para a fungéo de
onda:
(tp,(f’) v |‘1’i(0)>
E” —E,

n#+i

Usando (4.102) em (4.97) e depois usando (4.104), obtemos uma expressao para a cor-

recdo de segunda ordem da energia:

E® = <‘Vz(°)|v|‘1’i(1)> _ z<‘l‘f°)|V|‘Pr(10)><‘1‘1§°)|‘1’i(1)>

n#i
2
0 0 0 0 0 0
<tpl.( || ws )><w,§ v |wf )> |<tp,§ v |wf )>|
E®@ = Z - z (4.106)
i £© _ p© £© _ O
n#i i n n#i i n

Para a correcdo de terceira ordem da energia, Ei(3), procedemos de modo inteiramente

analogo ao feito para o caso da correcdo de segunda ordem. Primeiro, expandimos a funcéo de

segunda de segunda ordem, ‘Pi(z), em termos das autofuncdes do hamiltoniano #,, ou seja,

i) = D i) @107)

n#i

Em seguida, multiplicamos (4.93) a esquerda por <lP,§°)|, ou seja,
2 1 0 0 2 1 0
¢ )> LY |qu( >>} — <‘1’7§ >| {Ef ) |qu( )> +E® ¢ )>}

[Ei(o) _ 51(10)]<‘P7(10)|Lpi(2)> _ <W150)|Vllpi(1)> _ Ei(1)<lPT(10)|lpi(1)> (4.108)

e

W) 4 5
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0 1 1 0 1
OIe) <‘P,§)|V|1Pi( )>_Ei( )<qj’(l)lpi( )>
(w0 w®) = pOmrC (4.109)
Usando (4.105) em (4.109), temos
0 1 1 0 1
O ) <w,§)|v|tpl.( )> Ei( )<lp’g)lpi( )>
<an |qu >= © _ o0 o0 _ o0
EY® —E, E® —E,
0 0 0 0
Z <tp,§ v |wy )><lp,§ v |wf )>
- © _ (0 (0 _ 00
k#i Ei —E, Ei _Ek
Snk
0 0 0 0
M [
B S ONO) O)
EP-EY E”-E
<q1,§°) V| w,ﬁ‘”) <tp,§°) v |q1i(°)> <w,§°) | t}f‘”)
<W£0)|IP'(2)>=2 © _ (00 -0 _ o0 ~ " 2 (4.110)
3 0 0 0 0 i .
= B —Ey7 E;T —Ey (Ei(O)—E,SO))

Usando (4.110) em (4.107), obtemos a correcédo de segunda ordem para a funcéo de onda:

2 0 0 2
! )> _ 2 |‘P£ )><‘1’fl )|‘1’i( )>

n#+i
<1P,§°) |v |111,§°)> <l11,§°) |v | tpi(°)>

=Z Z © _ L0 L0 _ L0
E® -E” E®-E,

n#i | k#i

(4.111)
) (tp,(l") |v|wf°)>
(£ - E,(f’))2 |
12

Para obter a correcdo de terceira ordem da energia, substituimos (4.107) em (4.98) e em

(1
TR

tp,§°)>.

seguida usamos (4.111), ou seja,
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E® = <lp(0)|v|lp(2)> z<qji(o)|V|qu(lo)><tp7§o)|1pi(z)>

n#i

(W,EO) V| w,§°)> <11J,§°) v |‘Pi(0)> <1P,E°) V| wi(°)>
= ;(1{11.(0)|V|‘P,(10)>; El-(o) ~ ET(l()) Ei(O) _ EIEO) - Ei(l) (Ei(o) B Er(lo))z
g bbb oo
= n’kzﬂ (Ei(O) _ E,SO))(Ei(O) _ EIEO))

lp(°)|v|q1(°)>|

(1) z |<
go) (o))

n#i
(wi“’) |V|11J,§°)><tp,§°) |v|tp,§°)><tp,§°) |v|tpi(°)>
(E® - EP)(E®” - E)
12 2

<q1(°)|v|q1(°)>|

(1) Z |
E(o) E(o))

n#i

E® = Z

nk#i

(4.112)

A formula (4.112) nos permite calcular a correcdo de terceira ordem da energia em ter-

mos do espectro do hamiltoniano n&o perturbado H,.

4.4 TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE

A teoria do funcional da densidade objetiva calcular a energia de um sistema direta-
mente da densidade eletrdnica p(r), ou seja, calcular a energia sem ter que calcular a funcéo
de onda. Neste sentido, temos que a variavel basica da DFT € a densidade p (7). como veremos
adiante, este procedimento € correto e computacionalmente rapido. As primeiras tentativas de
se calcular a energia usando apenas a densidade eletrénica sugiram bem cedo na mecéanica
quantica. Nas proximas seccbes descreveremos alguns destes modelos que obtiveram algum
sucesso no calculo da energia. Os modelos que procuram calcular a energia usando apenas a
densidade eletrénica sdo chamados de DFT livre de orbitais ou, na sigla em Inglés, OFDFT
(Orbital Free DFT).
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441 O modelo de Thomas-Fermi

Na derivacdo do modelo de Thomas-Fermi (1927,1928), seguiremos de perto a deducao
apresentada por Robert Parr e Witao Yang em seu livro “Density Fucntional Theory of atomos
and molecules, pagina 47”. Neste modelo, Thomas e Fermi fazem consideragdes estatisticas
para obter uma formula aproximada para o funcional da energia cinética.

A hipotese fundamental levantada por Thomas (1927) € que “os elétrons estdo distri-
buidos uniformemente em um espaco de fase hexa-dimensional na raz&o de dois elétrons para
cada unidade de volume h3 e que existe um campo de potencial efetivo formado pelas cargas
nucleares e pela distribuicdo dos elétrons”. Com essa hipotese, Thomas construiu seu modelo.

Na derivacdo mostrada por Parr & Yang, comecamos dividindo o0 espaco em pequenos
cubos de lados I e volume V = [3. Cada um destes cubos é ocupado por certo nimero de elé-
trons N que pode variar de cubo para cubo. Além disso, vamos supor que 0s cubos séo inde-
pendes uns dos outros e que os elétrons dentro de cada cubo se comportam como se fossem
férmions independes a 0 K, ou seja, obedecem a estatistica de Fermi-Dirac.

A partir da solucdo da equacao de Schrodinger para uma particula tridimensional em
um pogo de potencial infinito, os niveis de energia em cada cubo s&o dados por

h? h?

_ 22 4 02
£ —F (nZ +n2 + n2) -

onde ny,n,,n, = 1,2,3,--- € R> = nf + n3 + nz. Isolando R em (4.113), obtemos

1
gmize\ /2
R=(=5 .

Para grandes valores de R, ou seja, para numeros quanticos altos, o numero de niveis de energia

R?, (4.113)

em cada cubo com energia menor do que £ pode ser aproximado pelo volume da primeira

octante de uma esfera de raio R no espaco N3, onde N = {1,2,3,4,--- }, ou sgja,

3 3
14 .\ ™ 8ml?E /2  (8ml? /2 3/2
Npiveis = g(gﬂR ) = g 2 = g 02 >4, (4.114)

onde N,ie.is € 0 nNUmero de niveis de energia com energia menor do que €. A densidade de

estado 6, = 6,.(E) compreendido no intervalo de energia AE é dada por
_ Nniveis(g + AE) - an’veis(g)

€ AE

ou
8.AE = Nm’veis(g + AE) — an’veis(g)-
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3/ 3/
7 (8ml?\ "2 T (8ml%\ "2
S AE :g< 2 > (€ + 0832 _g< 7 ) g3/2 (4.115)

Expandindo o primeiro termo do lado direito de (4.115) em série de Taylor, obtemos

3/ 3/ 3/
m (8ml?\ "2 m (8ml?\ 23 m (8ml?\ 2
_r 3/2 It 2 ~1/2 2y I 3/2
5.AE 6( = ) 3 +6< = > ~ €128 +0((46)?) 6( - ) £

3
8 lZ /23
=%< le > E51/2A5+0((A5)2).

Se desprezarmos os termos de ordem 0((AE)?), obtemos

3
 (8ml? /2
SAE =7 EV2pE

h2
3/
m (8ml? '2
69=Z< 2 ) g2 (4.116)

A probabilidade de ocupacdo do estado com energia € é dada pela funcéo de distribuicdo de
Fermi-Dirac f(&):

f(&) = m
onde B = —1/kT, sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura; € é a energia do estado
considerado e u o potencial quimico. Quando T — 0, f(€) — 1, ou seja, no limitede T = 0
temos que f(E) = 1. A energia do mais alto nivel que ainda contém eletron é chamado de
energia de Fermi, £z. Portanto, a 0 K a fun¢do de distribuicdo de Fermi-Dirac reduz a uma

funcédo degrau dada por

(1 se E<E&p
f€ = {0 se  £>&, quando f — o (4.117)

Isto significa que no limite de 0 K, todos os niveis com energia menor do que £ estdo ocupados
e todos 0s niveis com energia maior do que £ estdo desocupados.
A energia total de cada cubo ou célula pode ser calculada somando as contribuicdes de

cada nivel de energia de cada cubo, isto é,

hZ

3

2N\ /2 e

=4n<2’;‘j> [Tevras (4.118)
0

 (8ml? /2 12
Ewbo=zf(sf((s)csedez2[5-1-Z £1/24¢

8 /2my /2
_ n( m) 352
hZ Fo
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onde §.dE é o numero de niveis de energia entre £ e £ + d&. O fator 2 foi introduzido devido

ao fato de que cada nivel contém dois elétrons: um com spin a e outro com spin £. O nimero

total N de elétrons em cada cubinho pode ser obtido fazendo

3
€7 (8miZ\ /2 1246
4\ h2

szff(e)csede:zf

0

2m 3/ EF
—47'[( ) z3f gl/zge
hZ
0

8n (Zm)/ j3¢3/2
3 \h2 F

Dividindo (4.118) por (4.119), obtemos
3
Ecuvo = §N€F

5Ecubo

E =
F 3N

Substituindo (4.120) em (4.118), obtemos

8m 12my /2 81 /2m 5E
Ecubo = 13ey/? = B
cubo = "5\ 'pz- F =5 \(hz 3N,

3 5/
_8m2m /213 5\ s p
5 \h? 3N,/ euboreubo

32 >/

O que resulta em

3 5/
o 2m) k2, R
5 hz 3Nn cubo

Elevando ambos os lados a poténcia 2/3, temos
2
8 (2my /2 5\ 72 3/2 &
1=|—(—) PBl=]) E =
5 (hZ) <3Nn) cubo
gm\/310m 1\ gm\ /3 10m15 [ 1173
-(3) wr(F) = (3) TEly) e

2/ 5/
8\ 310m 1 (13
- ( 3 ) 32 3 Ecupo

Isolando E.,;,, temos que

2 5 2
: =<i)/33h213(&)/3=<i>/33h l3p5/
cubo = \gx) 10m \I3 8r/ 10m

5/3

8T /32m2 5
(5) hzl(ﬁ) Ecuvo

onde fizemos

(4.119)

(4.120)
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Nn
P=l—3

que é a densidade eletrnica no cubinho. Somando as energias de todos os cubinhos e fazendo
I3 - 0 obteremos a formula de Thomas-Fermi para a energia cinética em temos da densidade
eletronica:

/3 3h2
E.n = (
8 10m

[ p*ayar = ci [ p*ayar, (4.121)

onde fizemos

31\"/3 3n2
=) o
8w 10m
Se considerarmos apenas as interagdes classicas de interacdo elétron-elétron e elétron-
nucleo, obtemos uma férmula para o célculo da energia de um atomo usando apenas a funcao
densidade, ou seja,

p(r) ff P(r1)P(r2) r dr
riar; (4.122)

ETF = ijp5/3(r)dT—Zf—d + =
|r 1—7'2|

A Equacdo (4.122) pode ser resolvida usando a condi¢do de normalizacdo da densidade, ou

seja, a integral da densidade sobre todo o espaco deve ser igual ao niumero total N de elétrons:

fp(r)dr =N

Usando os multiplicadores de Lagrange, obtemos

%[ETF —u (N — f p(r)dr)] =0.

O que nos fornece

p(r7)

|1 — 1]

5 5
p=2 G — 24 [Lar, =2 Copth) - o), 4123)

onde

Z
¢(r):;_f p(r7) dr,

lr — 15|
€ 0 potencial eletrostatico no ponto r. Para um sistema poliatdbmico, o potencial eletrostatico

calculado no ponto r é obtido usando a formula

_ Zy p() |
¢(r)_ZIr—RaI_JIr—r’|dr' (4.124)

onde Z, representa a carga nuclear do nacleo « e R, representa o vetor posi¢do do nucleo a.

O potencial eletrostatico é uma importante ferramenta a disposi¢do dos quimicos tedricas para

localizar sites moleculares sujeitos a ataques eletrofilicos. Reagentes eletrofilicos preferem
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atacar moléculas em regides onde a densidade eletrénica € maior, ou seja, sites onde o potencial
eletrostatico é mais negativo. O caso € um pouco mais complicado para os reagentes nucleofi-
los, pois as regides em que eletrostatico é mais positivo coincide com os nucleos atémicos. No
entanto, se desconsiderarmos os nucleos e calcularmos o potencial elestrostatico em uma su-
perficie, digamos, superficie de van der Waals, entdo as regides da superficie com potenciais
mais positivos sdo candidatas aos ataques nucleofilicos. Na obtenc¢éo do potencial eletrostatico,
geralmente construimos uma superficie com densidade eletronica de 0,002 elétrons/bohr3. Uma
isosuperficie construida com esta densidade compreende pelo menos 95% da densidade de ele-
trénica e fornece uma boa ideia da dimens&o molecular.

Infelizmente, a formula (4.122) quando aplicada a sistemas moleculares ndo conseguem
predizer a existéncia de ligagbes quimicas. Esta deficiéncia aparece devido ao fato de néo ter-
mos levado em conta a parte ndo cléssica da energia cinética (correlagdo eletrénica) e a energia

de troca.

4.4.2 Correcdo de von Weizsacker

No caso da teoria de Hartree-Fock ou de Khon-Sham, ou seja, no modelo da particula

independe, a energia cinética pode ser calculada de modo exato por

N
1
Ts = _Ez f ¢; (V2 (r)dr, (4.125)

onde T denota que o sistema € ndo interagente, ou seja, ndo estamos considerando a interacao
elétron-elétron diretamente, mas sim, a interacdo do elétron com um potencial médio gerado

por todos 0s outros elétrons. A densidade eletrdnica, no ponto r, para este sistema é dada por

p(r) = z ¢; (r)i(r) = Z pi(T). (4.126)

Usando a propriedade hermitiana do operador laplaciano, a Equagao (4.126) pode ser transfor-

mada em

Vip(r) = V? (Z ¢z‘(r>¢i<r>> =V (Z Vi (i) + ¢z‘(r)v¢i<r>)
= D VR IG) + T (MITH ) + VG ITH (1) + b7 )T i (1)
l N
=2 ) $IEVH) + Vo 1)V (1)
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V2p(r) =2 ) $i (VA gi(r) + Ve (Vi (r) (@127

Integrando os dois lados de (4.127), obtemos

[ Poyar - zi | st vy ar+ zi [voi@vemar @i

Usando (4.125) em (4.128), temos

[ Powyar = —at,+ ZZI.V [ va:wsiar
=g [ Vowar+ %i [ vsivoimar
=g [ Vowar+ %i [1wsirar
T, = —%f Vp(r)dr + %i[ v ar
=g [ o+ %i [ 5o 2(r)Vpl-<r)|2 dr

1 1o [ |V {(1))?
Ty = _Zj Vzp(r)dr+§z %dr (4.129)

ou

[Vp(r)|? o 4130
p(r) (4.130)
Na obtencéo de (4.129), fizemos uso da relacdo |¢;(r)| = +/p;(r). A Equacédo (4.130) é a for-

mula de Weizsécker para a energia cinética de um sistema infinito. Se o sistema for finito,

1(, 1
TVW:_Z_[V p(r)dr+§f

entdo p(r) — 0 quando r — co. Usando o teorema da divergéncia em (4.130), obtemos

1 1 [ |Vp(r)|?
Tow = _Z# Vp(r)ds + ¢ | Z((:))l dr (4.131)

O primeiro termo em (4.131) é uma integral de superficie que é nula quando  — oo, pois para
um sistema finito a densidade p(r) € nula no infinito. Portanto, a energia cinética, na formula-

cao de Weizsacker, serd dada por
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1[IV
VW_§f p(r) ar

A formula (4.132) ¢é a formula de Weizsacker para a energia cinética na aproximacao da parti-

(4.132)

cula independente. Esta formula € exata para sistemas de um elétron, como é o caso de &tomos

hidrogendides.

4.4.3 Teorema fundamental de Hohenber-Khon

A férmula de Thomas-Fermi € interessante, pois substitui as 3N variaveis espaciais da
funcéo de onda por apenas 3 variaveis espaciais, nominalmente, x, y, z. O principal problema
com esse modelo é que, naquela época, ndo se sabia se poderia usar a densidade eletrénica
como variavel basica, isto é, a energia do sistema pode realmente ser obtida a partir da densi-
dade eletrbnica? A resposta a essa indagacéo foi dada por Hohenberg e Khon em 1964, quando
eles demostraram o teorema fundamental da teoria do funcional da densidade. O teorema
fundamental da teoria do funcional da densidade afirma que

“o0 potencial externo v(r) pode ser determinado univocamente, a menos de uma cons-

tante aditiva, pela densidade eletronica p(r)”.

O potencial externo v(r) refere-se ao potencial gerado pelos nucleos e demais campos
externos, como, por exemplo, campo elétrico ou campo magnético.

A prova deste teorema € bastante simples e é feita por absurdo (reductio ad absurdum).
Considere dois potenciais externos v(r) e v’ (1) que difere um do outro mais do que uma cons-
tante aditiva, ou seja,

v—v #k,

onde k é uma constante que pode ser inclusive igual a zero. Como v # v’, entdo devemos ter
H + H', onde H' representa o hamiltoniano obtido a partir do potencial externo v’ e # o
hamiltoniano obtido a partir do potencial v. Agora, considere ¥, e W, duas funcGes de onda
que produzem a mesma densidade eletronica p(r), de tal modo que ¥ seja a fungdo de onda
do estado fundamental do hamiltoniano A’ e W, a fungdo de onda do estado fundamental do
hamiltoniano . De acordo com o teorema variacional e usando W} como funcéo tentativa do
hamiltoniano ', teremos

Ey < (WH|F|W5) = (Wo|F + H' — F'|W5) = (Wo|H'|Wg) + (Wo|H — 7! |W5)
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ou
E, < B} + f o)y —v']dr,

onde E, e E; representam as energias para os estados fundamentais dos hamiltonianos 7 e ',
respectivamente. Agora, vamos usar ¥, como funcdo de onda tentativa para o hamiltoniano
H', isto é,

E§ < (Wo|H'|Wo) = (Wo| K’ + H — F|Wo) = (Wo|F|Wo) + (Wo| H' — F| W)
=E, + f p(M)[v' —vldr

=Ey— f p(m)[v—v'lar

ou

Ey <Ey— f p(r)[v—v'ldr.
Somando as duas equacdes anteriores, obtemos

Eg + Eo < Ey + Eg. (4.133)
Assumido que as funcdes ¥, e ¥y ndo sejam degeneradas, a desigualdade (4.133) se mantém.
Se as funcbes W, e W, forem degeneradas, entdo ndo vale a desigualdade (4.133), pois nao
podemos afirmar que E, < (Wy|F|W5) e E§ < (Po|F'|W,) e, consequentemente, ndo pode-
mos usar o teorema variacional. Obviamente, a Inequacéo (4.133) é uma contradicdo. A con-
tradicdo resultou do fato de supormos que dois potenciais externos diferentes pudessem ter a
mesma densidade eletrénica. Consequentemente, existe uma rela¢do biunivoca entre p(r) e 0
potencial externo v(r). Como p(r) determina o nimero total de elétrons por integracdo, isto
,

J p(r)dr =N,

onde N representa o nimero total de elétrons do sistema, e p (1) determina o potencial externa
v(r), entdo concluimos que p(r) determina o hamiltoniano e, consequentemente, a fungéo de
onda e dai todas as propriedades, incluindo a energia E,,. O subscrito v na nota¢ao da energia
E, é para lembrarmos de que a energia é proveniente de uma funcdo de onda associada ao
potencial externo v.

Esta demonstracao apresenta 3 importantes restricdes: i) a densidade p(r) deve produ-
zir, por integracdo, o numero total de elétrons do sistema; ii) a fungdo densidade p(r) deve
estar associada a alguma funcdo de onda que esta associada a algum hamiltoniano que esta

associado a algum potencial externo v(r); iii) a funcdo de onda deve ser do estado fundamental,
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pois usamos o teorema variacional na demonstracao. Na primeira restricdo, dizemos que a fun-
cao de onda é N-representativa; na segunda restricao, dizemos que a fungédo de onda é v-re-
presentativa e o item iii) mostra que esta teoria € para o estado fundamental.

Como feito no caso da formulagdo de Thomas-Fermi, a energia total do sistema é cos-
tumeiramente particionada em 3 partes: energia cinética T[p], energia de interacdo elétron-

elétron V. [p] e energia de interacdo nucleo-elétron, ou seja,

Bulp] = TIp) + Vo] + Velp] = | pu)dr + Fuglp, (4134)

Veja que os funcionais T[p] e V,.[p] s6 dependem dos elétrons, ou seja, eles sdo independentes
do potencial externo. Portanto, podemos definir o funcional Fyk[p] como sendo a soma destas

duas quantidades, isto €,

Fuklp]l = Tlpl + Veelpl. (4.135)
O funcional Fyk[p] € conhecido como funcional universal de Hohenberg-Khon. Esse funci-

onal é universal no sentido de que ele s6 depende dos elétrons, ou seja, ndo depende do poten-
cial externo. Portanto, este funcional € o0 mesmo, tanto para um atomo quanto para uma prote-
ina. Se conhecermos a exata forma do funcional Fyg[p], teriamos uma férmula exata para o
calculo da energia usando a densidade eletronica. Portanto, a principio, a teoria do funcional
da densidade ¢ exata. E importante observar que V,,[p] envolve tanto a parte classica, interagio

de Coulomb J[p], quanto a parte ndo classica, isto é, a energia de troca, ou seja,

Vee [P] = ][p] + Viroca-

4.4.4 Teorema variacional de Hohenberg-Kohn

O segundo teorema de Hohenberg-Kohn estabelece o principio variacional para a teoria
do funcional da densidade. Esse teorema afirma que “para qualquer densidade tentativa p(r),
tal que p(r) = 0e [ p(r)dr = N, temos que Ey[p(r)] < E[p(r)] ", onde E[p(1)] é a energia
dada por (4.134) e p(r) é a densidade de carga obtida a partir da funcéo verdadeira do estado
fundamental ”. A igualdade s6 se mantém no caso em que p(r) = p(r).

Para a demonstracdo do teorema variacional, suponha que ¥, seja a func¢do de onda do
hamiltoniano A e seja ¥’ uma funcdo de onda tentativa, tal que a densidade eletrénica obtida
a partir de W’ seja tal que p(r) =0 e [ p(r)dr = N. De acordo com o teorema variacional,
devemos ter

(Wr[FT|®") = (Wo| FT|Wo)
(W'|T + Voo + v|W') = (Po|T + Ve + v| W)
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(W' T+ Voo [97) + (W 0] W) = (W |T + V| Wo) + (W] %)
Fiu (] + f AEEdr = Fuylp] + f pPu(r)dr

E,[p] = Eolp]- (4.136)
Na passagem da terceira linha para a quarta linha usamos o teorema fundamental de Hohen-
berg-Kohn que afirma que a energia cinética e a energia de interagdo elétron-elétron sao fun-
cionais da densidade, Equacdo (1.135).

4.45 Pesquisa restrita de Lieb-Levy

Como mencionado anteriormente, a densidade p(r) deve ser v-representavel, isto é,
essa densidade deve ser proveniente de um hamiltoniano que esté associado a algum potencial
v externo. Um importante aspecto que assumimos nas demonstra¢des dos teoremas de Hohen-
berg-Khon é que, durante o processo de minimizacdo, a densidade p(7) se mantém v-repre-
sentavel com relagdo a variacdo do potencial externo. Mas, ndo esta claro que a densidade que
produz, por integracdo, o numero total de elétrons se mantém no estado fundamental durante o
processo de minimizagdo. Outro aspecto no teorema fundamental de Hohenberg-Khon é que
supomos, na demonstracao, que a funcdo de onda nédo é degenerada.

Levy, em seu artigo de 1979 da PNAS (PNAS, (76), 6062), propds um procedimento
para mostrar que a energia é um funcional da densidade eletronica usando apenas a condicao
[ po(r)dr = N, onde N representa 0 nimero total de elétrons e o subindice zero denota a
densidade do estado fundamental. Este procedimento consiste, primeiro, em fazer uma pes-
quisa entre todas as funcdes de onda que sejam antissimétricas para encontrar aquelas que pro-
duz a densidade do estado fundamental. Existem muitas func6es tentativas que produz a mesma
densidade do estado fundamental p, (7). O problema é: dado a densidade p,(r), como encon-
trar a verdadeira funcdo de onda W, que por integracdo produz p,(r)? O argumento de Levy-
Lieb € que de todas as funcGes de onda, aquela que minimiza o funcional de Hohenberg-Khon
é a verdadeira fungdo de onda do estado fundamental.

Usando o teorema variacional, podemos formular, matematicamente, este principio

cOmo segue:
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E, = E,[¥] = Mqi,n(lpﬁ" + Ve + v(1r)|¥)

= Min {Mi%(w T+ Ve + v(r)l‘l’)} (4.137)

= Min {ql\f[_i)r; [(‘P|T’ + Ve | W) + f p(r)v(r)]}

Na primeira linha, estamos usando o teorema variacional da mecanica quéantica. A ideia de
Lieb-Levy esta na segunda linha, que mostra que primeiro devemos pesquisar entre todas as
fungdes de onda antissimétrica no espaco de Hilbert de N elétrons e selecionar aquelas que,
por integracdo, produz um p particular (minimizagéo interna aos colchetes). Uma vez encon-
trada todas as funcdes de onda antissimétrica que produz os p’s particulares, entdo devemos
minimizar novamente, s6 que agora em relacdo ao conjunto de p's (minimizacao interna as
chaves). Esta minimizagdo € garantida pelo segundo teorema de Hohenber-Khon, Equacao
(4.136). Com isso, encontramos a densidade p(r) que esta associada a verdadeira funcédo de
onda do estado fundamental ¥,.

O primeiro termo entre os colchetes €, na verdade, o funcional de Hohenberg-Khon,
isto &, Fuxlp] = (WM™ |T + V,o|¥"). Com isso, podemos reescrever a Equagio (4.137)

como

E, = Mpin {FHK[p] + f p(r)v(r)} = Mpin{E [p]} (4.138)

onde fizemos E[p] = Fyk[p] + [ p(r)v(r). Além disso, temos que
Funelp) = (7T + 0| 977) = (4[| 9) + (4|0, | 957) = Tlp) + Vel

A pesquisa € chamada de restrita porque s6 pesquisamos no subconjunto de funcbes
do espaco de Hilbert de N elétrons as funcbes antissimétrica que produzem a densidade p. Na
pesquisa restrita de Levy, ndo fizemos referéncia a degenerescéncia da funcdo de onda e nem
da v-representabilidade da densidade. A Unica coisa que a pesquisa de Levy exige é que a
densidade, por integracdo, produza o nimero total de elétrons e seja antissimétrica. Portanto,
uma densidade tentativa deve ser positiva, continua e normalizado para N e antissimétrica. Em
concluséo, podemos dizer que a funcéo de onda verdadeira associada a densidade p é aquela

que minimiza a funcdo de Hohenberg-Kohn Fyk[p].
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Fonte: ROBERT G. PARR and WEITAO YANG, Density-functional theory of atoms and molecules, Oxford University
Press, New York, 1989, pg. 59.

Figura 2. (a) Parti¢do do espago de Hilbert de N-elétrons. Cada area sombreada mostrada é o
conjunto de todos os ¥ gue se integram a um determinado p. A minimizacao para um
determinado p esta restrita a &rea sombreada associada a este p e é denotado por ape-
nas um ponto escuro na area sombreada. A minimizacdo em (4.138) abrange todos
esses pontos.

(b) Um problema analogo de busca restrita. Para identificar a crianga mais alta de um
escola, ndo é preciso alinhar todas as criancas no patio. Em vez disso, pode-se sim-
plesmente pedir a crianca mais alta de cada sala que venha até o péatio da escola.

4.4.6 Potencial quimico

De acordo com Levy & Lieb, a densidade do estado fundamental é aquela que minimiza
o funcional da energia E,[p(r)]. Qualquer funcdo densidade que satisfaga as condi¢des de N-

representabilidade, isto é,
p(r) =0, [pr)dr=Ne [|[Vpr) /2| dr < co.

. A - . ~ 2 .
serve como densidade eletrénica. A condigdo [|Vp(r)Y/2| dr < oo garante que a densidade

p(r) seja continua.
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Usando a condicdo de que [ p(r)dr = N, e aplicando o principio variacional (4.136),

vemos que a densidade do estado fundamental deve ser tal que

%[Eu[p(rn ~u([ p@rar—n)] =0

resultando na equacéo de EuIer-Lagrange

SE,[p
= 6,0(5')] 6,0(1") [FHK fp(r)v(r)] = v(r) + 5 ([§] (4139)

O multiplicador de Lagrange u € chamado de potencial quimico, pois se refere a variacdo da

energia com respeito a variagdo da densidade eletr6nica, a qual, mantido fixo o potencial ex-

terno v(r), esté relacionada com a variacdo do namero de elétrons. Na termodindmica, o po-

Gw)
M.
l aNl SV, j#i

tencial quimico u é definido como

onde N; é o nUmero de particulas da espécie i, S representa a entropia e VV o volume.
Usando (4.135) em (4.139), vemos que o potencial quimico pode ser escrito como

_OT[p] | &Veelp] _0T[p]
= 5ot et U T 5w Tl (4.140

onde v, = v(1) + 6V,.[p]/Sp(r) € chamado de potencial efetivo. Faremos uso desta equagéo

na formulacdo do método de Kohn-Sham. Isolando v(r) em (4.140), obtemos

5TIp]  6Vielp]
o) Sp) H (4.141)

A Equacdo (4.141) mostra, mais uma vez, que o potencial externo pode ser determinado pela

u(r) =

densidade de probabilidade eletronica.

4.4.7 Formulacdo de Kohn-Sham

Na derivacdo das equacdes de Kohn-Sham, iniciamos escrevendo a energia total como
um funcional da densidade de probabilidade eletrénica p(r), ou seja,
E,[p()] = TIp@)] + Ve [0@)] + Vee [0 (1] (4.142)
O subindice v de E,, é usado aqui para nos lembrar que a densidade p(r) é representativa de
algum potencial externo v, isto é, a densidade é proveniente de uma funcdo de onda de algum
hamiltoniano que esta associado a algum potencial externo. T[p(7)] é o funcional da energia
cinética; V,.[p(r)] é o funcional da energia de interagdo elétron-ndcleo; V,.[p(r)] representa

o funcional da energia de interacdo elétron-elétron.
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Usando a forma explicita do funcional da energia de interacéo elétron-nucleo, o funcional

da energia pode ser escrito como

Bulp()] = | pu)dr + Tlp)] + Veelp (1)) (4.143)

Note que T[p(r)] e V,.[p(r)] assim escritos sdo funcionais que dependem so6 dos elétrons.

A formula (4.143) mostra que a energia do sistema pode ser calculada usando somente a
densidade eletronica como variavel fundamental. O problema é que ndo conhecemos a forma
explicita dos funcionais T[p(r)] e V,.[p(1)]. O que Kohn & Sham propdem é o uso de orbitais
moleculares no célculo da energia E,[p(1)].

Dada uma densidade eletrénica p(r) positiva, continua e normalizada, p (1) pode sempre

ser decomposta em uma soma das densidades dos spin-orbitais moleculares, isto €,

p() = ) In(x) P (4.144)

Contudo, a decomposicéo pode ndo ser Unica. A falta de unicidade na decomposicéo de p(r)
é realmente uma dificuldade, pois existem muitos conjuntos de spin-orbitais diferentes que
produzem a mesma densidade p (). Agora, se o sistema for ndo interagente, ou seja, se puder-
mos desprezar a interacdo elétron-elétron, entdo podemos construir uma funcao de onda antis-
simétrica como um determinante de Slater que descreve de modo exato um sistema ndo intera-
gente. Neste caso, a densidade p(r) pode ser calculada por (4.144), e a sua decomposicao sera
sempre Unica. Este mesmo procedimento foi feito no método de Hartree-Fock discutido ante-
riormente. A energia cinética T;[p(r)] deste sistema ndo interagente, pode ser calculada de

modo exato como
N

L@l = ) (e -7V utxo). (4.145)

i

Em analogia com a definicdo do funcional universal de Hohenberg-Kohn Fyx[p ()], Kohn &

Sham definiram um hamiltoniano para o sistema ndo interagem (ficticio) como

N

Z——v2+z S(r)—z<——v2+u5<r)) >, (4.146)

i
de tal modo que a densidade p, () do sistema ndo interagente é exatamente igual a densidade
do sistema interagente, isto €, ps(r) = p(r). Aqui, H representa o hamiltoniano n&o intera-
gente e v{ (r) representa o potencial ndo interagente. De modo geral, vamos usar o subscrito

ou sobrescrito s para denotar sistema ndo interagente. A fungdo de onda antissimétrica,
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1
Y= )
\/m|)(1)(2)(3 xnl

para este sistema ndo interagente, satisfaz (4.144) e (4.145) ao mesmo tempo. Contudo, nao
sabemos quem é o potencial v, de (4.146). Se observarmos (4.140),

_ 0T[p] 6Veelp]
H= 5o TV T Smy

vemos que o potencial quimico u é o potencial que esté relacionado com a densidade p () que,

por definicdo, é igual & densidade ps(r). A ideia de Kohn-Sham foi fazer

SVeelp]
Sp(r)

Como o hamiltoniano A, Equacio (4.146), ndo tem a interagdo elétron-elétron, ent&o os spin-

ve =v(r) +

orbitais y;’s devem satisfazer um conjunto de equagdes monoeletronicas do tipo

~

hsxi = €ix;
1 2
[_EV + Us] Xi = EiXis

com a energia cinética T;[p(r)] dada por (4.145). Na proxima sec¢do, vamos derivar as equa-

¢cOes monoeletronicas de Kohn-Sham.

4.4.8 Derivacao das equagdes monoeletronicas de Kohn-Sham

Para um sistema real, o funcional da energia é dado por
E[p(M)] = Tlp(1)] + Enelp(1)] + Ece[p(r)].
E claro que, nesta Equacdo, ndo sabemos como calcular a energia cinética T[p(r)] e nem a
parte ndo classica de E,.[p(r)]. A energia de interacdo nucleo-elétron E,,.[p ()] pode ser fa-
cilmente calculada. A interessante suposicdo de Kohn & Sham foi supor que a maior parte da
energia cinética é dada por Ty[p(r)] (Equacéo (4.145)). O que resta da energia cinética é uma
pequena parte ndo classica. Entdo, vamos rearranjar (4.142) de modo a tornar explicito, na
férmula, as componentes T [p(r)] e J[p(r)], onde J[p(r)] representa a componente classica

da interacdo elétron-elétron, ou seja, a energia de Coulomb:
E[p(M)] = Tlp(™)] + Veelp ()] + Vee [p(1)]

= Ts[pM] + (Tlp(M)] — Tslp()D + J[p(r)]

+ (Veelp(M)] = JIp()]) + Vaelp ()]

=T [p(r)] + Ec[p(r)] +][P(T)] + Ex[p(r)] + Ve [p(r)]
O termo (T[p(r)] — T4[p(r)]) é a parte ndo classica da energia cinética que é comumente

(4.147)

chamada de energia de correlacdo dinamica. O termo (V,.[p(r)] — J[p(r)]) € a parte ndo
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classica da interacao elétron-elétron, a qual denominaremos de energia de troca. Em (4.147),
ainda fizemos as seguintes definicdes:

Ec[p(M)] =Tlp(r)] - Ts[p(r)] (4.148)

Ex[p(M)] = Veelp(r)] = J[p(1)] (4.149)
Geralmente, juntamos as energias de correlacdo e troca em um s termo, chamada de energia
de troca e correlacdo: E,.[p(r)] = E.[p(r)] + E,[p(r)]. A energia de troca e correlacdo é
supostamente pequena em compara¢ao com a energia total do sistema. Com estas definigdes,
podemos reescrever (4.147) como

Elp(r)] = Ts[p()] +J[p()] + Ene[p()] + Exc[p()]. (4.150)

Todos os termos do lado direito de (4.150) sdo funcionais da densidade, e a densidade pode ser
obtida a partir dos orbitais moleculares (Equacao (4.144)). Portanto, podemos minimizar o fun-
cional da energia diretamente em relacdo aos orbitais sujeitos as restricdes de ortonormalida-

des, ou seja,

[ @ dx = 5y,

Para usarmos o método dos multiplicadores de Lagrange, construimos um funcional auxiliar

Alp@)] = Elp(r)] - i i ey (| 1o 0dx - 5, (@.151)
U

onde ¢&;; sdo os multiplicadores de Lagrange. Expandindo (4.151), obtemos

N

@] = ) (1]~ 3P0 0) + 0O + Enelp@)] + Eyelp()]

l
N N (4.152)
- Z z €ij (f )(i(x))(j(x)dx - 5ij>
L j
Minimizando (4.152) com relag&o ao orbital y; , obtemos
6Alp(x 1 6/lp(x)] 6 SE x)| &
PG _ 1o ey 4 SO 00 SEncloG)] Sp
Sxr 2 Sp  Sxp dp Xk
(4.153)

SE[p(0)] 8p < _
S e~ Dl =0

Rearranjando os termos e usando o fato de que a derivada de (4.144) é dada por

5p

l

obtemos
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1 5 5Ene 5ExC
Pl )+ [f;;"” XeCO) + % 2 (0) + % pxed)
N (4.154)
= Z ekjl)(j(x))
J
Fatorando |y, (x)), temos
N

1, 3@ | SEnelp)] OB [p()]
{—5v2+ e e }|xk<x)>=zek,-|xi<x)> (4.155)

j
Definindo o potencial efetivo v, como

= 8] [p(x)] N OEne[p(x)] n SEy[

p(] [ pG)
; _flr—r'ldr +u(r) + v, (1),

Vef 5p Sp s
onde
oo () = OEc[p(x)]
XC 6,0 ’
obtemos
1 N
=57 +verf ) = ) o). (4.156)

]
A matriz g,; em (4.156) é hermitiana e pode, portanto, ser diagonalizada por uma transforma-

cdo unitaria. Consequentemente, (4.156) se transforma nas equacGes monoeletronicas de
Kohn-Sham:

1
{—EVZ + Uef} X1 () = exlxi (%)), (4.157)
com o potencial efetivo v, dado por
_ [ LD dr' + +
vef - |r_ r,l r U(r) ch(r)- (4158)

Como o potencial efetivo v,, depende dos orbitais, as equagdes monoeletronicas de Kohn-

Sham sé podem ser resolvidas iterativamente. A energia do sistema pode ser calculada usando
(4.150), isto &,

N
1
Elo@)] = )" [ 26 (=57 xiCxddxi + 1] + Bnelp@)] + Euclp(]. (4.150)

Poderiamos, também, calcular a energia do sistema usando as energias monoeletrénicas dos
orbitais de Kohn-Sham (4.157). Escrevendo explicitamente os termos de J[p(1)] € En.[p(1)]
da Equacéo (4.159), obtemos
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E[p(r)] ZIXL (xl) ——VZ )(l(xl)d + = ffp( )p(r’)

+ f ()p(r)dr + Exe[p(r)].

(4.160)

Vamos manipular a Equacdo (4.160) de tal modo a introduzir as energias dos orbitais monoe-
letronicos em (4.160). Comecamos escrevendo a energia de Coulomb como

ﬂ p(r)p(r’) ﬂp( )p(r’) gy L ﬂ p(r)p(r’)
r—

Além disso, vamos somar e subtrair, na Equa(;ao (4.160), o termo

f v (Mp(F)dr.

Consequentemente, (4.160) se torna

[o()] fol(xl) __Vz ) e +ffp( p(r ')

——ﬂ pmp(r I) ’dr+fv(r)p(r)dr+fvxc(r)p(r)dr (4.161)

lr —7'

~ [ veIp@rar + B lo@)

Rearranjando os termos, obtemos

Elp(r)] = {Z [ xio (57w + [ 522 ar

+ [vmpadr+ [ v (r)p(r)dr} - [ 5 WP frgr (4162)

_r’l

~ [ vecIp@rdr + Byl

Por outro lado, as energias dos orbitais podem ser calculadas usando (4.157):

£ = (1 e

——V +Uef

= <Xi(xi)|_%vz +/ |£9ﬂ;?,| dr’ + v(r) + Uy (1) Xi(xi)>

= [ it (-5 77) ez + [ 25200 drar

+ f v(@)p(F)dr + f e () p (1) dr

Somando as energias de todos os orbitais, obtemos

(4.163)
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N N '
Zei ZZle (x;) (——VZ)XL(xl)d +ﬂp( )p( ) drdr’

+fv(r)p(r)dr+fvxc(r)p(r)dr.

Usando (4.164) em (4.162), obtemos uma formula para o calculo da energia do estado funda-

(4.164)

mental em termos das energias dos orbitais de Kohn-Sham:

Elp(r)] = f [ (e (r ) drar - [ ve@pmar+ Elo®). (a165)

r—171'

Como no caso do método de Hartree-Fock, a energia E[p(r)] ndo é simplesmente a soma das

energias dos orbitais. Por qué?

449 Equagao de Kohn-Sham para sistemas de camada fechadas

Para um sistema de camada fechada, a densidade eletronica é dada por

N/2
p() =2 |9, (4.166)
i
ou seja, os orbitais estdo duplamente ocupados. Usando (1.58), a derivada de (4.166) é dada
por
Sp(r)
50 2¢; (). (4.167)

Aqui, estamos usando ¢ (r) para representar os orbitais duplamente ocupados. portanto, o so-
matorio vai até N/2, onde N representa o numero total de elétrons. Escrevendo a energia

cinética T¢[p(r)] em termos dos orbitais, obtemos

N/2

* 1 2
E[p(r)] = ZZ [ 0100 (=57 i rdr + /o] + Buclp() w168

+ Eoxe[p(M)].
Minimizagdo (4.168) em relagdo ao orbital ¢, () com a restricdo de ortonormalidade

dos orbitais, temos

N/2

A [0)
[p(*r)] =30 E[p(m)] - ZZ Eij (f pi(r)e;(r)dr; - 5ij) =0 (4.169)
i

Y P

Expandindo E[p(r)] em (4.169) e usando (4.167), obtemos
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SA[p(M)] 1_, OJ[p(M)]  OEy[p(r)]  OEextlp(1)]
oo 2(—§V |<Pk(7‘)))+2< 5p + 5p + 5p >|<Pk(r))
N/2

J

N/2
1,  (8lp(@)] | 6Ex[p(r)] | SEex[p(r)]
[‘5‘7 +< e ) |<ok(r>>=Zek,-|<pk(r)>
N/2
[ SV +Uef] |l (1)) = zekjlwk(r)), (4.170)

J
onde fizemos
SJ[p(r)]  OExc[p(r)] OEqxelp(r)]
+ + :
op op ép
Fazendo uma transformacdo unitaria em (4.170), obtemos as equacdes monoeletronicas de

Uef =

Khon-Sham para sistemas de camadas fechadas:

1
(—EVZ + Uef) lpr (1)) = €xlpr (), (4.171)
onde v, € dado por
p(r) ,  SE.[p()]
Ver = 0(T) + IT—T'ldr + ’“6p (4.172)

A energia do sistema de camada fechada é dada por

N/2 ,
pen =2 [oin (~37) oucr) + 3 [ SR arar + B lp(r)
(4.173)
+jv(r)p(r)dr.

onde todas as componentes podem ser calculadas sem maiores dificuldades, exceto a energia
de troca e correlacdo E,..[p(r)]. Infelizmente, ndo conhecemos uma expressao matematica pare
este termo. Como fizemos anteriormente, a energia total pode ser calculada usando as energias

dos orbitais:

Elp(r)] = ZZ -5 e i (") dr'dr = [ v @p@dr + B lp@]. (8174

lr —7'

Caracteristicas da teoria do funcional da densidade:
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e A DFT apresenta a mesma forma das equacdes de Hartree, com um potencial local vgs
mais geral;

e O custo computacional € um pouco maior que as equacdes de Hartree, mas ndo muito
maior;

e Asequacoes de KS oferece uma maneira de incorporar a energia de correlacéo através
do v,.(r). Portanto, podemos melhorar o funcional;

e Nos calculos reais, usa-se um funcional v,.(r) aproximado, o que torna a DFT em
célculos reais ndo variacional;

e Asequagdes de Hartree-Fock contém o operador nao local de troca no hamiltoniano de
um elétron. Portanto, Hartree-Fock ndo é um caso especial das equagfes de KS. As
Equacdes (4.175) e (4.176) mostram explicitamente estas diferencas:

p() ., SExlp()]
lr —1'| Sp(r)

9> () = &9 (1) (4.175)

[ 1
—§v§+u(r)+J

1 , _
—5 Vi +u() +ZJ,— —Z%j PfF(r) = g (). (4.176)

J#i J#i

Algoritmo de calculo
1. po(T)
)
p(') dr 4 SExc[p(r)]

lr — 17| Sp(r)
l

1
3 |-57 + v oo ) = sl @)

2. Ver = V(1) + J

!
N

4. p(r) = Zlq)ﬁ‘slz-
li
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5. E[p(M]= Z & — : j Malr’dr - f Uy (M) p(r)dr + Ey [p(1)]

2 |lr — 77|
)
Convergiu?
6. Volta ao passo 2 « p(r) « Nao Sim — Célculo das propriedades

4.4.10 Equagdes de Kohn-Sham-Roothan

Na pratica, expandimos os orbitais de Khon-Sham como combinac@es lineares de fun-
cOes de base:

m

QDF = Z CsiPs-

N

Substituindo essa combinacdo linear na Equacdo de Kohn-Sham, obtemos

i Csi¢s> =& i Csi¢s>' (4.177)

N N

j_‘fks

onde F ¥ é o operador de Kohn-Sham dado por

p(r)
lr — ']

qrks — —EV? F V(1) = _lv.z +u() + dr' 4+ v,.(r) (4.178)
o Vi eff\Fj 7 Vi xc ’ '

Multiplicando (4.177) a esquerda por ¢, e integrando, obtemos

(Z csi(ey|H ’“|¢s>> =& (z csi<¢r|¢s>>, (4.179)

N S

onde r =1,2,---,m e i =1,2,---,m. Por simplicidade, a Equacgédo (4.179) pode ser escrita
como

m m
Z o HS = g Z CoiSre (4.180)
S S

parar = 1,2,---,mparacadai(i = 1,2,--,m); HX = (¢p,|H*5|ps); S,s representa a integral
de sobreposicao dada por S,s = (¢, |ps). As equacdes (4.180) podem ser escritas em notacao

matricial:
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HC = SCg, (4.181)

onde
’7{1kls jflkZS *7{1k3s }[1knsq Ci11 C12 €13 = Cim
HC = }[Zkls }[zkzs }[2k3s }[Zkf;l C?l ng C€3 Cz.m
\}[r’ff'l }[771‘152 }[71;7153 7_[11%1 Cmi Cm2 Cmz *** Cmm
€
Sit S12 Si3 Sim €11 C12 (13 Cim
SC = S21 S22 Sa3 SZ‘m Cpq1  Cyp  Cy3 Com
Smi Smz  Sma Smm Cni Cm2 Cms Cmm
&1 0 O 0
N -
oo e e

As colunas da matriz C sdo os coeficientes da combinacdo linear, isto é,

Orbital 1: @1 = c11¢p1 + €12 + C31P3 + C41Ps + -+ Cp1pm
Orbital 2: @, = 1201 + 2202 + C32¢3 + CaoPs + + + C2Prm

Orbital m: Pm = CimP1 + ComP2 + C3mPs + CamPs + -+ CumPm.-

Na maioria das vezes, as funcdes de base ndo sdo ortogonais, pois estdo centradas em
atomos diferentes. Nos casos em que ndo sdo ortogonais, devemos ortogonaliza-las para que
possamos resolver a Equacdes de KSR: HC = SCg, que é uma equacao de pseudovalor. EXis-
tem varios métodos de ortogonalizacdo, como, por exemplo, a ortogonalizacéo de Per-Olov
Lédin, o qual ja foi discutido nas equacOes de Hartree-Fock-Roothan. Usando a ortogonaliza-
cao de Per-Olov Lodin em (4.181), obtemos

Hj C' = C's, (4.182)
onde definimos Hj,g = S™Y/2HS~'/2, A Equagcdo (4.182) é uma equacéo de pseudoautovalor,
pois Hys depende de C'. A matriz C’ é a matriz cujas colunas sdo os autovetores Hy¢ que sdo
os coeficientes da combinagdo linear dos orbitais ortogonalizados. A matriz € € uma matriz
diagonal que contém os autovalores de Hy. Para conseguirmos os coeficientes dos orbitais
originais, fazemos

c=s2C.
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Podemos usar a matriz dos coeficientes C para calcular uma nova densidade p. No caso de um
sistema de camada fechada, ou seja, um sistema em que todos os orbitais sdo duplamente ocu-

pados, a densidade p € dada por

p(r) =2 i 05y =2 i (Z cz‘,-qb:) (Z cu,-qsu) L i cuy Cij| $udi
j=1 '

j=1 \'¢t u ut j
= z Put¢u¢;»
ut

onde

m
— *
Py = ZZ Cuj Cij
J

S0 os elementos da matriz densidade de carga ou ordem de ligagdo P que é formada pela soma
dos produtos dos coeficientes de um par de base sobre todos os m orbitais duplamente ocupa-

dos. Esta matriz € dada por

P14 Py P1m
P = P?1 sz Pz:m
Pml sz Pmm

4.4.11 Resumo do SCF de Khon-Sham-Roothan

1. Especificar as coordenadas geométricas, conjunto de base e a ocupacdo orbital, isto é,
carga e multiplicidade para o estado fundamental;
2. Especificar uma matriz densidade de carga inicaial P;;
3. Calcular a matriz de KS H*S e a matriz de sobreposicéo S;
4. Calcular a matriz ortogonalizante S~1/2:
s = UTSU - §71/2 = UsU'
5. calcular a matriz Hy:
Hj = S-1/2gg-1/2
6. Obter os autovetores C’ e autovalores € de Hy:
HyC' = €C’
7. Obter a matriz C:
C=s"1%C,

8. Calcular a nova matriz densidade P;,4:
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Pll P12 le
P= P21 P22 P2m
Pml Pm2 Pmm

9. Calcular a nova densidade p;4:
p(r) = Z Pududi

10. Se P;,; = P;, entdo calcular as propriedade de interesse. Se P;,; # P;, entdo voltar ao

passo 3 usando os novos coeficientes.

4.4.12 As integrais da matriz de Khon-Sham

A matriz HXS na formulagdo de Konh-Sham é divida em quatro matrizes, isto €,
HXS = T, + Vo, + Vee + Vi,
onde Ty representa a energia cinética do sistema nao interagente; V., € a energia de interacao

elétron-nucleo; V., é a energia de Coulomb classica de interacdo elétron-elétron e V.. repre-

)

senta a energia de troca e correlagdo. Os elementos da matriz HXS s&o dados por

—%V2+vext(r)+f p(r) dr'

H,g = <¢T|ﬁksl¢r> = <¢r

lr =]
= (00|~ 377[0) + e lvese ) + (8] 2210 o)
(Bl (Ie) = T8 + Vi 4 Vi + Vi,
onde
75 = (o]~ 370 f 00 (572 s o)

Zy
rs —
Ven - <¢T Za |1" Ral

(
=~ [ ¢, (Z lrf—,”) psr)dr
ZZ Py, <rs " tu>

t=1u=1

Vic = (prlvec(Mlgs) = f br (1) vy (M) s (r)dr.

v = (] f 22

lr—7'

As integrais V)’ geralmente sdo muito complexas e quase sempre sdo integradas numerica-

mente.
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4.4.13 Funcionais de troca e correlacao

Como ja visto, o operador de troca e correlacdo é obtido a partir da derivada da energia
de troca e correlagéo, ou seja,

SExc[p(M]
5p(r)

Como mostra a Equacéo (4.183), o operador v, () depende da posi¢do r, ou seja, de x, y e z.

Uy (r) = (4.183)

Mas, as vezes, alguns autores escrevem este operador em funcdo da densidade, isto é,
ch(p(r)). Consequentemente, este operador nos esta dizendo o quanto que a energia varia
quando h& uma variacao infinitesimal da densidade devido a variagdo das coordenadas x,y € z
em uma regido infinitesimal centrada em x, y e z. A principal dificuldade no célculo da energia
usando o esquema de Khon-Sham é que ndo conhecemos v,..(r) explicitamente. Portanto, ndo
temos como melhorar sistematicamente o calculo da energia e propriedades dos sistemas, como
fazemos, por exemplo, nos métodos pds-Hartree-Fock. A energia de troca e correlacdo
E,.[p(r)] contém a parte ndo classica da energia cinética (energia de correlacdo dinamica) e a
parte ndo classica da energia de interacdo elétron-elétron (energia de troca). A parte ndo clas-
sica da energia cinética é a diferenca entre a energia cinética do sistema real e o sistema nédo
interagente E.[p(r)]. Essa diferenca surge do fato de que as movimentacdes dos elétrons estdo
correlacionadas dinamicamente. J& a contribuicdo de troca (E,[p(r)]) advém da antissimetria

da funcdo de onda e da auto-interacdo. A auto-interacdo aparece na integral de Coulomb,

4

Quando calculamos a interacdo entre as densidades p(r) e p(r"), nos pontos r e r’, respecti-
vamente, a densidade p (1) no ponto r, contém contribuicdes da densidade p(r") e vice-versa.
Obviamente, ndo existe auto-interacdo dos elétrons. Portanto, devemos corrigir a auto-intera-
cdo, a qual é feita pelo funcional de troca. No desenho de um novo funcional E,.[p(r)], cos-

tumamos separar as contribuic@es de troca E, [p(r)] e correlacdo E.[p(r)], ou seja,
Exc [p(r)] =E; [p(r)] + E, [p(r)] (4-184)
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4.4.13.1 Aproximacéao da densidade local (LDA)
Esta foi a primeira tentativa de se encontrar uma expressao matematica para o termo de
E..[p(r)]. Hohenberg e Kohn mostram que se a densidade variar de modo extremamente lento,

entdo podemos calcular a energia de troca e correlagdo pela formula
Buelp)] = [ pEcc(p) dr, (4.185)

onde &,.(p) é a energia de troca e correlagdo por elétron em um gas homogéneo de elétrons
com densidade p (7). Derivando (4.185), obtemos
SExc[p(r)

ch(r) = 6,0(1‘) = 6,0(1‘) [£:(r)€x6(p) dr] (4.186)
= £p) + () 02

Separando o termo &,..(p) nas componentes de troca e correlacdo, obtemos
Exc(p) = E:(p) + Ex(p).
O termo de troca pode ser obtido a partir da derivada funcional de energia de troca de Dirac,
isto e,
1

g 2 o]

O termo de correlacdo é mais complicado e foi calculado por Vosko, Wilk, and Nusair (VWN);

veja, por exemplo, o livro de Parr and Yang, “Density functional theory of atoms and molecu-
les”, Appendix E; S. H. Vosko, L. Wilk, and M. Nusair, Can. J. Phys., 58, 1200 (1980). Con-

sequentemente,
1

UAEA() = w4 02) = = () ) + V) (4.188)

A energia de troca pode ser escrita explicitamente como
1

4/3\3 [ 4
EXPA[p(r)] = f p()E(p)dr = —5(5)3 f p3(r) dr (4.189)

4.4.13.2 Aproximacgéao da densidade de spin local (LSDA)

A aproximacdo da densidade de spin local (LSDA) é um método que se similar ao mé-
todo do Hartree-Fock néo restrito (UHF), o qual permite conjuntos de orbitais espaciais dife-
rentes para spins diferentes. E importante ressaltar que os teoremas de Hohenber-Kohn nio

fazem referéncias aos orbitais. Este procedimento fornece melhores resultados para sistemas
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de camada aberta ou para sistemas que estdo quase dissociados. A energia do sistema passa a
ser funcdo das densidades p*(r) e p#(r), ou seja,
ELPA = EEPA[pe(r), pP ()]

4.5 SISTEMA SPIN-POLARIZADO
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5 CALCULO DE PROPRIEDADES MOLECULARES

5.1 FUNCAO DE AUTOCORRELACAO DA VELOCIDADE

A funcéo de autocorrelacao da velocidade (VAF — do inglés: Velocity Autocorrelation
Function) expressa a dependéncia da fungéo de correlagdo com a velocidade. Esta funcdo pode
nos dar informacdes relevantes sobre os processos dindmicos que podem estar ocorrendo nos
sistemas moleculares. O algoritmo de calculo da VAF inicia-se com a escolha de uma origem
no tempo. Esta origem pode ser o primeiro frame da trajetoria, ap6s a fase de equilibragéo, ou
algum outro frame ao longo da trajetoria onde desejamos comecar o célculo da VAF. Este
tempo inicial, vamos denotar por t,. Armazenamos as componentes da velocidade v; para cada
atomo do sistema, ou seja,

v; = Vy(to), vy (to), v (to)-
Podemos, neste ponto, calcular a primeira contribuicdo a VAF correspondendo a t = 0,
a qual é definida fazendo a média do produto escalar v;(t,) - v;(t,) para todos os atomos (i =

1---N, onde N representa o nimero total de &tomos), ou seja,
N

1
Collt = 0) == [t = ) - wi(t = )]

i=1
O proximo passo do algoritmo é calcular C, para t = t, + &t, onde &t corresponde ao
passo da trajetoria da dindmica com as respectivas componentes da velocidade:
v; = v (Lo + 68), vy (to + 68),v,(t, + 6t).

O préximo ponto da VAF pode ser calculado como

C,(t =6t) = %Z[vi(t =ty) " v;(t =ty + 6t)].

Este procedimento pode ser repetido para 0s passos subsequentes para obter a sequéncias
de pontos da VAF usando a formula

1 N
C,(t =nét) = Nz[vi(t = to) " v;(t =ty + nét)]. (5.1)

E costume denotarmos a formula (5.1) como
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C, (1) = (Gi(0) - (D). (5.2)

O processo descrito pela formula (5.1) pode ser continuado até o fim da simulacdo. No

entanto, se para ap6s um valor fixo de n e comeca novamente um novo calculo de VAF, inici-

ando-se em uma nova origem de tempo. A VAF final é obtida fazendo uma média de todos os
valores das VAF’s calculadas ao longo da simulagao.

Para interpretarmos o significado da VAF, considere um Unico atomo no tempo zero.
Neste instante, esse atomo possui uma velocidade v;. De acordo com as leis da dindmica de
Newton, se esse a&tomo ndo interagir com nenhum outro 4tomo, entéo ele mantera sua veloci-
dade v; por todo o tempo de simulacéo. Isto significa que todos os pontos C,(t) apresentardo
0 mesmo valor e o grafico de C,(t) X ndt sera uma reta horizontal ou quase horizontal se a
forca que esta agindo no sistema for muito pequena. Por outro lado, se ha forcas de interacédo
pequena entre 0s atomos do sistema, mas ndo desprezivel, entdo esperamos que haja mudancas
na magnitude e direcdo das velocidades dos &tomos, ou seja, esperamos que o produto escalar
de v;(t = ty) com v;(t = t, + 6t) na média diminua na medida em que a velocidade muda.
Isto ¢, dizemos que a velocidade se descorrelaciona com o tempo. Em outras palavras, dizemos
que os atomos esquecem das suas velocidades iniciais. O grafico para este sistema fracamente
correlacionado é um decaimento exponencial, 0 que revela a existéncia de forcas fracas que
lentamente destrdi a correlacdo da velocidade. Este comportamento é caracteristico de sistemas
gasosos.

No caso de sistemas sélidos e liquidos, as forcas de interacdes entre os atomos sao
fortes. Nestes casos, 0s &tomos procuram posi¢cdes de minimas energias, ou seja, eles se movi-
mentam no sentido de minimizar as forcas atuantes neles. Nos solidos, estas posi¢cdes sdo ex-
tremamentes estaveis e os &tomos ndo podem escapar facilmente das suas posicoes de equili-
brio. Os seus movimentos sdo, portanto, oscilatérios, em um movimento de vai e vem. Neste
caso, o grafico da VAF sera oscilatorio, com valores positivos e negativos, mas que decaem no
tempo devido as fortes forcas de interacdes que destroem as correlacdes das velocidades. E
semelhante ao grafico de um oscilador harmdnico amortecido.

No caso dos liquidos, temos um comportamento similar ao observado nos solidos, ex-
ceto que os atomos ndo apresentam posigdes fixas, como as observadas nos sélidos. Os movi-
mentos difusos dos atomos destroem rapidamente qualquer movimento oscilatério. A VAF
pode, nestes casos, mostrar apenas uma oscilagdo superamortecida, ou seja, uma fungdo com
apenas um minimo antes de decair para zero. Isto pode ser considerado como sendo uma coli-

sdo entre dois atomos antes que eles se ricocheteiam um do outro e se difunde novamente.
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5.2 SISTEMA SPIN-POLARIZADO

5.3 SISTEMA SPIN-POLARIZADO
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